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(2) Construa o centro geométrico destes pontos, dado por

=l

i=1 j=i+l

(xc, ye) =

€ use-0 como a solugdo aproximada do sistema original.
Utilize este algoritmo para aproximar a solugdo do sistema

x+ y= 2
x—2y=-2
3x~=y= 3

e compare o resultado com o obtido nesta secdo.

T2. (Para leitores que estudaram Cédlculo.) Dado o conjunto de equacoes

ax+b, y=c,
paak=1,23,..

lai + b — cil

Jal +b?

Se nés definirmos uma fungéo f (x, y) por

= (@ix + biy —c;)?
f.y) = Z s o
i=1 a; +b;

e entdio determinarmos o ponto (x", ¥*) que minimiza esta fungfo, obteremos o ponto que estd mais préximo de cada uma destas retas, no s
tido de soma de minimos quadrados. Mostre que x" e y* sdo solugdes do sistema

e ﬂf : e a; b; G =
Gatm) + (Sam) =%

i=1

n a-b- E f n b? it n

Apligue este algoritmo ao sistema

x4+ y= 2
¥ —2y=-2
3x— ¥y 3

e compare o resultado com o obtido nesta se¢io.

AR
1 1.14 FRACTAIS

Nesta secdo iremos utilizar certas classes de transformagoes li-
neares para descrever e gerar conjuntos intrincados no plano
euclidiano. Estes conjuntos, denominados fractais, sao atual-
mente o foco de muita pesquisa matemdtica e cientifica.

PRE- REQUISITOS: Geometria de Operadores Lmea.ﬂes
de R 2 (Secdo 9.2)
Espaco Euclidiano R"
Logaritmos Naturais
Compreensdo Intuitiva de Limites

Fractais no Plano Euclidiano Na Matemitica do final
do século dezenove e do inicio do século vinte comegaram a

_,g

., (com n > 2), vamos considerar o seguinte algoritmo de minimos quadrados para obter uma solugdo aproximada (x,
do sistema. Dados um ponto (¢, ) e areta g, x + b, y = ¢;, a distdncia deste ponto a esta reta € dada por

a;c;
2 bZ
a; i i

b;f,‘
a: + b;

n

2
i

aparecer varios conjuntos bizarros e estranhos de pontos do
plano euclidiano. Embora tenham sido considerados curiosi-
dades matemadticas, estes conjuntos. denominados fractais,
estdo crescendo rapidamente em importincia. Hoje reconhece-.
mos que eles revelam uma regularidade em fen6menos fisicos €
biolégicoq que anteriormente eram descartados como
“aleatérios”, “com ruido” ou “caéticos.” Por exemplo, os frac-
tais estdo ao nosso redor nos formatos de nuvens, montanhas,
litorais, drvores e samambaias. '

Nesta se¢iio n6s damos uma breve descri¢do de certos tipos
de fractais no plano euclidiano R*. Muito desta descrigdo € de-
vido a dois matemadticos, Benoit B. Mandelbrot e Michael
Barnsley, ambos pesquisadores ativos nesta drea.

Conjuntos Auto-Similares Para comegar nosso estudo
de fractais, n6s precisamos introduzir alguma terminologia de
conjuntos em R”. Dizemos que um conjunto em R’ ¢ limitado se
puder ser englobado em um circulo suficientemente grande




igura 11.14.1) e dizemos que um conjunto € fechado se con-
¢ém todos os seus pontos de fronteira (Figura 11.14.2). Dois
conjuntos em R’ sdo ditos congruentes se pudermos fazé-los
coincidir exatamente usando translagdes e rotagdes apropriadas
o plano (Figura 11.14.3). N6és também vamos contar com a
percepcao intuitiva do leitor de distinguir entre conjuntos sebre-
postos € ndo-sobrepostos, conforme ilustrado na Figura

Circulo que
engloba

Conjunto

limitado Conjunto ilimitado

X b 4

(a) Um conjunto englobado
por um circulo.

(b) Este conjunto nio pode ser
englobado por nenhum circulo.

Figura 11.14.1
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Conjunto

foinais Conjuntos congruentes

-

Figura 11.14.2 Figura11.14.3

Os pontos de fronteira
(linha mais forte) fazem
1 parte do conjunto.

-

:

T

(a) Conjuntos sobrepostos
Figura11.14.4

(b) Conjuntos nio-sobrepostos
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((3)=[5 03] 3

.
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Figura 11.14.5 Uma contragio de Q.
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Se T: R* — R? é o operador linear que modifica a escaia por
um fator s (veja a Tabela 8 da Secdo 4.2) e se O é um conjunto
em R, entdo o conjunto 7(Q), ou seja, o conjunto formado pelas
imagens dos pontos de Q por T, é echamado uma dilata¢gdo do
conjunto Q se s > 1 e uma contragdo de Q se 0 <s < 1 (Figura
11.14.5). Em ambos casos, dizemos que T(Q) é uma homotetia
de Q de razdo s.

Os tipos de fractais que nés vamos considerar inicialmente
sdo auto-similares. Em geral, definimos um conjunto auto-si-
milar do R? como segue:

—— e e £ e et

. Um subconjunto fechado e limitado do plano euclidiano R >
i € dito auto-similar se pode ser descrito da forma

' =85 USul- 08, (D)
| onde S, S,, S, ..., S; s@o conjuntos ndo-sobrepostos, cada
| um dos quais € congruente a contragdo de S pelo mesmo
! fators (0 <s<1).

S

Se § ¢ um conjunto auto-similar, entdo (1) € chamada, s vezes, a
decomposigdo de S em conjuntos congruentes nao-sobrepostos.

EXEMPLO 1 Um'$

Um segmento de reta em R* (Figura 11.14.6a) pode ser expres-
so como a unido de dois segmentos de reta congruentes e nio-
sobrepostos (Figura 11.14. 6b) Na Figura 11.14.6b nés sepa-
ramos ligeiramente os dois segmentos de reta para facilitar sua
visualizacdo. Cada um destes dois segmentos menores € con-
gruente a contrag@o do segmento original pelo fator de 5 Deste
modo, um segmento de reta € um conjunto auto-similar com k =
Seent .
IEEPRII AR T R A AN TSE
(a) (b)
Figural11.14.6

EXEMPLO 2 Um Qua

Um quadrado em R* (Figura 11.14.7a) pode ser expresso como
a unido de quatro quadrados congruentes e nao-sobrepostos
(Figura 11.14.7b), onde novamente separamos ligeiramente os
quatro quadrados. Cada um dos quatro quadrados € congruente

a contragio do quadrado original pelo fator de l. Deste modo,

1
um quadrado € um conjunto auto-similarcomk=4es= 5. ¢

(b)

(a)
Figura11.14.7
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O conjunto sugerido na Figura 11.14.8a foi descrito primeiro
pelo matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969). Este
conjunto pode ser expresso como a unifo de oito subconjuntos
congruentes e nao-sobrepostos (Figura 11.14.8b), cada um dos
quais é congruente a contracdo do conjunto original pelo fator

1 . z : 5 5
de 3. Deste modo, este conjunto € um conjunto auto-similar

comk=8es= % . Note que o padrio intrincado de quadrados

dentro de quadrados continua para sempre em escala menor e
menor (embora isto somente possa ser sugerido por uma figura
como a dada). ¥

(b)
Figura11.14.8

A Figura 11.14.9a ilustra um outro conjunto devido a
Sierpinslki. Este conjunto € um conjunto auto-similar com k = 3
e s = 5 (Figura 11.14.95). Como ocorre com o tapete de
Sierpinski, o padrio intrincado de tridangulos dentro de tridngu-
los continua para sempre em escala menor e menor. ¢

a4

NN
NN
Figur'a 1 lfj)d.B

b,

O tapete e o tridngulo de Sierpinski tém uma estrutura mais
complexa que o segmento de reta e o quadrado pois exibem um
padrio que € repetido indefinidamente. Esta diferenca serd
explorada mais adiante.

Dimensdo Topoldogica de um Conjunto Na Secio
5.4 n6s definimos a dimensdo de um subespago de um espago
vetorial como o nimero de vetores de uma base e descobrimos
que esta defini¢do coincide com nossa idéia intuitiva de dimen-
sdo. Por exemplo, a origem de R? tem diinensdo zero, as retas

pela origem s@o unidimensionais e 0 espago R” todo € bj
sional. Esta defini¢do de dimensdo € um caso especial
conceito mais geral, chamado dimensdo topoldgica, ¢
aplicdvel a subconjuntos de R" que ndo necessariamente
subespacos. Uma defini¢do precisa deste conceito € estydal
em um ramo da Matemdtica chamado Topologia. Emborg @
defini¢do fuja do escopo deste texto, podemos enunciar infas
malmente que

e um ponto em R? tem dimensio topol6gica zero;
e uma curva em R’ tem dimens@o topoldgica um;
e uma regido em R* tem dimenséo topoldgica dois.

Pode ser provado que a dimensio topolégica de um conjunto
R" é um numero inteiro entre 0 e n, inclusive. Neste texto de;
taremos a dimenséio topol6gica de um conjunto S por d,(S).

EXEMPLO 5 Di m

A Tabela 1 dd a dimensdo topoldgica de cada um dos conjuntg
estudados nos exemplos anteriores. Os primeiros dois resultay
desta tabela sdo intuitivamente evidentes mas ndo os dois il
mos. Enunciado informalmente, ambos o tapete e o tridngulo ¢
Sierpinski t€m tantos “buracos” que mais parecem estruturas d
redes de segmentos de retas do que regides do plano e assim tém

dimensao topoldgica um. A prova disto € bastante dificil.
TABELA 1
Conjunto S dy(S)
Segmento de linha 1
Quadrado 2 st

Tapete de Sierpinski 1

Tridngulo de Sierpinski 1

Dimens3o de Hausdorff de um Conjunto Auto-
Similar Em 1919, o matemitico alemio Felix Hausdorff
(1868-1942) deu uma definicdo alternativa para a dimensio de
conjuntos arbitrarios de R". Sua definicdo € bastante complica-
da, mas para conjuntos auto-similares reduz-se a algo.-bem sim-
ples:

E !
A dimensao de Hausdorff de um conjunto auto-similar S do

formato (1) € denotada por d (S ) e € definida por

|
i Ink 9}
i dets) = In(1/s) @

Neta defini¢do, “In” denota a funcdo logaritmo natural. A
Equagio (2) também pode ser escrita como




g _ 1
k

(3)

qual a dimensdo de Hausdorff d,(S) aparece como um
expoente. A Férmula (3) € mais 1til para interpretar o conceito
- de dimensdo de Hausdorff; esta férmula diz, por exemplo, que

; ; 1 5

contrairmos um conjunto por um fator de s = 5, entdo sua

‘4rea (ou, mais corretamente, sua medida) decrescerd por um
1\du(S) ‘ i

¥ fator de (5) ", Assim, contraindo um segmento de reta por

1 ; . S T

- um fator de 5, sua medida (comprimento) diminuird por um

1y! 1 : i

fator de (3) =3 e contraindo uma regiio quadrada por um

2 2 £

fator de %, sua medida (4rea) diminuird por um fator de

- Antes de passar para os exemplos, devemos apresentar
~ alguns fatos sobre a dimensdo de Hausdorff:

o As dimensdes topoldgica e de Hausdorff de um conjunto
ndo precisam coincidir.

um ndmero inteiro.
e A dimens@o topoldgica de um conjunto € menor do que
ou igual a dimensdo de Hausdorff, ou seja, d;(S) <d(S).

o

Hausdorff de

EXEMPLO 6 m_""

A Tabela 2 d4 a dimensdo de Hausdorff de cada um dos conjun-
tos estudados nos exemplos anteriores.

TABELA 2
‘ Conjunto S s | k| dg(8)= l:{ilﬁs)
Segmento de linha 112 m2/ln2=1 i
Quadrado 514 | nd4/In2=2
e Tapete de Sierpinski | 4 | 8 | In8/In3=1,892...
Tridngulo de Sierpinski| 3 | 3 | In3/In2=1,584 ...

Fractais Comparando as Tabelas 1 e 2, nés vemos que as
dimensoes de Hausdorff e topolégica coincidem para o segmen-
to de reta e para o quadrado, mas sdo desiguais para o tapete e
o triangulo de Sierpinski. Em 1977, Benoit B. Mandelbrot indi-
~ cou que conjuntos para os quais a dimensdo topolégica e a de
- Hausdorff diferem devem ser bem complicados (como
~ Hausdorff ji@ havia sugerido antes, em 1919). Mandelbrot

propds chamar tais conjuntos de fractais e ofereceu a seguinte
- definigao.

¢ A dimensdo de Hausdorff de um conjunto néo precisa ser
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Deﬂnlcio

dimensoes de Hausdorff e topolégica ndo sao iguais.

Um fractal ¢ um subconjunto de um espago euclidiano cujas

Mandelbrot também alertou que esta defini¢do € bastante restri-
tiva e que provavelmente serd substituida no futuro; =nquanto
isto, permanece como uma defini¢io formal de fractal. De acor-
do com esta definig@o, o tapete e o tridngulo de Sierpinski sdo
fractais, enquanto o segmento de reta e o quadrado ndo sdo frac-
tais.

Segue da definicdo precedente que um conjunto cuja
dimens@o de Hausdorff ndo € um nimero inteiro deve ser um
fractal (por que?). Contudo, veremos adiante que a reciproca
nao € verdadeira, ou seja, € possivel um fractal ter dimenséo de
Hausdorff inteira.

Semelhan¢as N6s veremos agora como algumas técnicas
de Algebra Linear podem ser usadas para gerar fractais. Esta
abordagem também conduz a algoritmos que podem ser explo-
rados para desenhar fractais com computadores. Comegamos
com uma definigdo.

o 4 S A 8 2 P AR A AR i
o P, A b el l

J r
Uma semelhanga de razio s, ou com fator de escala s, ¢ uma |
aplicacdo de R? em R’ da forma

e el

. onde s, 6, e e fsdo escalares. i
—d

ey

£

Geometricamente, uma semelhanga € composta de trés apli-
cagdes mais simples: uma homotetia de razao s, uma rotagio em
torno da origem por um angulo 6 e uma translagio (com e
unidades na direcdo x e f unidades na direcao y). A Figura
11.14.10 ilustra o efeito de uma semelhanca sobre o quadrado
unitdrio U.

AY AV

(1.1) /\{Homotetia)

(0.1)
5
T w >

1
Y \H(Rotagéo)
(e.f) o —1
x (Translagao) X

(1.0)
(a) O quadrado unitirio.

(0,0)

(£) A imagem do quadrado
unitdrio pela semelhanca.
Figura11.14.10

Para as nossas aplicagOes a fractais nés somente utilizare-
mos semelhangas contrativas, com o que queremos dizer que a
razdo s da semelhanga estd restrita ao intervalo 0 < 5 < 1.
Conseqiientemente, quando nos referirmos a semelhangas, nos
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sempre estaremos pensando em semelhangas sujeitas a esta
restricdo.

As semelhangas sdo importantes no estudo de fractais por
causa do seguinte fato:

Se T : R* = R? é uma semelhanga de razdo s se S é um con-
junto fechado e limitado em R, entdo a imagem T (S) do con-
Jjunto S por T é congruente a contragdo de S pelo fator s. -

Lembre da defini¢io de conjuntos auto-similares em R? que um
conjunto fechado e limitado S em R* € dito auto-similar se pode
ser descrito da forma

S=8 LS I8N0

onde § 1 S?_, S, ..., S, sd0 conjuntos ndo-sobrepostos, cada um
dos quais ¢é congrueme a contragio de S pelo mesmo fator s (0
< 5 < 1) [veja (1)]. Nos préximos exemplos nés vamos obter as
semelhangas que produzem os conjuntos S,, S,, Ss,..., §; a par-
tir de S para o segmento de reta, o quadrado, o tapete € o tridn-
gulo de Sierpinski.

LS,

O nosso segmento de reta em R® serd o segmento de reta S li-
gando os pontos (0, 0) e (1, 0) do plano xy (Figura 11.14.114).
Considere as duas semelhancas

% ([i])%[tl) ?Mj | 4)
(-1 WY

ambas com s = * e 8= 0. Na Figura 11.14.115 nés mostramos
o efeito destas duas semelhancas sobre o quadrado unitério U. A
semelhanga T, leva U sobre o quadrado menor T,(U) € a seme-
lhanga 7, leva U sobre o quadrado menor T,(U).
Simultaneamente, T, leva o segmento de reta S sobre o segmen-
to menor T,(U) e T, leva o segmento de reta § sobre o segmen-
to menor e ndo-sobreposto 7,(U). A unido destes dois segmen-
tos de reta menores e nao-sobrepostos € precisamente 0 seg-
mento de reta original 5: ou seja,

SET, Ou® 3)
*

0. Dl

(F ) M—

(0,0) (0,0)

T(S) 1 To(S) ¢

5 (1,0)

(3.00 (1.0)

(a) (b)
Figura11.14.11

Vamos considerar o quadrado unitdrio U do plano xy

11.14.12a) e as quatro semelhancas a seguir, todas com s =
2=

(M) EEI

(N R ANINEH
s((D)-10 61+ [}]
()= 0+ [}

As imagens do quadrado unitdrio U por estas quatro sem
lhangas s3o os quatro quadrados mostradas na Figura 11.14.1
Assim,

U=T,(U) U T,() U T;(U) U T,(U)

€ uma decomposicdo de U em quatro quadrados nio-sobre;
tos que sdo congruentes a contracdo de U pelo mesmo fator

(s=3

(0.1) (1,1) (0.1)

(0.3)

(0.0) (0.0)

(1.0) (1.0)

(1.0
(a) (b)

Figura 11.14.12

EXEMPLO 9 O Tapet

Vamos considerar um tapete de Sierpinski S sobre o quadrado
unitdrio U do plano xy (Figura 11.14.13a) e as oito semelhangas
a seguir, cadauma tendos= 1 e 8=0:

) T ns @

. (] o
onde os oito valores de [ f] sd0
.

ob G B} G GG B

As imagens de S por estas oito semelhangas sdo os oito conjun-
tos mostrados na Figura 11.14.135. Assim,

S=T,S) UT, () UT(S) U - U T;(S) )

[FIEARITE)
b



¢ uma decomposicdo de S em oito conjuntos ndo-sobrepostos
que sdo congruentes a contragdo de S pelo mesmo fator (s = 3).

(0,1) g

s

e

(a)
Figural11.14.13

e

EXEMPLO 10 O Tr

Vamos considerar um tridgngulo de Sierpinski S encaixado no
quadrado unitdrio U do plano xy, como ilustrado na Figura

11.14.14a e as trés semelhangas a seguir, cada uma tendo 5 = }
e0=0:

| n((3)) -zl L)
) e W R
w30 0+ [

As imagens de S por estas trés semelhangas s@o os trés conjun-
tos na Figura 11.14.14b. Assim,

S=T,VT®) VTS (11)
€ uma decomposi¢cdo de § em trés conjuntos nao-sobrepostos
que sdo congruentes a contragdo de S pelo mesmo fator (s = 1).

L ]
Ay LY
0.1) . (1.1) 0.1) s,
Y T(S) —~ “‘&“%E
0.1) ﬁk Ty(S)
T,(5) —~ .
ﬁ\ . ﬂs%‘h __x
0,0 (0.0 (£,0) (1,0
(a) (b)

Figura11.14.14

Nos exemplos acima nés comegamos com um conjunto
especifico § e mostramos sua auto-similaridade encontrando
semelhangas T\, T,, T, ..., T, de mesma razio e tais que T, (S),
T, (8), T5(S), ..., T (S) sdo conjuntos ndo-sobrepostos com

S=TSYVTLES)VUT;S)Uu-~UT.(S) (12)
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O teorema seguinte ataca o problema reciproco de determinar
um conjunto auto-similar a partir de uma coleg¢do de seme-
lhancas.

Teorema 11.14.1

Se T, T,, Ty, ..., T sao semelhangas contrativas de mesma
razdo, entdo existe um tnico conjunto ndo-vazio, fechado e
limitado S do plano euclidiano tal que

S=T,(S)UT,(S)UT,(S)U -~ UTS)

Além disto, se os conjuntos T, (S ), T,(5 ), T5(S ), ..., T, (S)
sdao nao-sobrepostos, entdo S é auto-similar.

Algoritmos para Gerar Fractais Em geral, ndo existe
uma maneira simples de obter diretamente o conjunto S do teo-
rema precedente. N6s agora descreveremos um procedimento
iterativo que determina S a partir das semelhancas que o
definem. Primeiro damos um exemplo do procedimento e
depois damos o algoritmo para o caso geral.

(1.1)
(0.1)

(0.0) (1.0)

So 5

S5

Figura11.14.15
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O.DF

A Figura 11.14.15 mostra o quadrado unitario S, do plano xy
que serve de conjunto “inicial” de um procedimento iterativo
para a construgdo do tapete de Sierpinski. O conjunto S, na figu-
ra € o resultado de aplicar a § as oito semelhangas T; (i = 1, 2,

., 8) de (8) que determinem o tapete de Sierpinski. Este con-
junto S, consiste de oito regides quadradas, cada uma de lado de
comprimento 3, circundando um quadrado central vazio. Em
seguida-aplicamos as oito semelhancas a S, e obtemos o con-  (0.0)

Y=

—
=

junto S,. Analogamente, aplicando as oito semelhangas a S, So

resulta o conjunto S;. Se nés continuarmos este processo

indeﬁnidamen-t'e, a se(;iiéncia de conjuntos S, §,, S;, P “con- :‘ = : & : : ‘: mg:gg:gg IR
vergird” a um conjunto § que € o tapete de Sierpinski. ) NIttt X = ...:: E“

: ckk e faify =§§- LG
OBSERVAGAO. Embora devéssemos dar uma definicao formal do € ¢ « ¢ i:ii.!?. -=
que significa uma segiiéncia de conjuntos “convergir’ a um con- 33 (3 3 g:;i.im
junto, uma interpretagdo intuitiva € suficiente para este trata- :‘ = = & = : ‘: Ei gsﬁg‘;gu §
mento introdutrio. ‘ . ' ‘ . ‘ ‘ ‘ . ::gzna:u .‘3\== u .

Embora na Figura 11.14.15 tenhamos comegado com o Sattatlttthita
quadrado unitdrio para chegar ao tapete de Sierpinski, nés 52

poderiamos ter comegado com qualquer conjunto ndo-vazio .
A tnica restri¢do sobre o conjunto S, € que ele deve ser fecha-
do e limitado. Por exemplo, se nés comegarmos com o conjun-
to S, especifico mostrado na Figura 11.14.16, entdo o conjunto
S, na figura € o conjunto obtido aplicando cada uma das oito
semelhangas de (8). Aplicando as oito semelhangas a §, obte-
mos o conjunto §,. Como antes, aplicando as oito semelhancas
indefinidamente, produz o tapete de Sierpinski como conjunto-
limite.

O algoritmo geral ilustrado no exemplo precedente é o
seguinte: Sejam T, T,, T, ..., T, semelhancas contrativas de Figurall.14.16
mesma razio e, para um conjunto arbitrario Q qualquer em R?,
defina o conjunto J(Q) por

EXEMPLO 12 O Tridngulo de Sierpinski
D =T(Q)UTL(Q)UT,(Q)U-~UT(Q) Ee i .
O algoritmo a seguir gera uma seqiiéncia de conjuntos S,,. S,, ..., Vamos construir o tridngulo de Sierpinski determinado pelas :
S, .. que converge ao conjunto S do Teorema 11.14.1. trés semelhangas dadas em (10). A aplicagdo de conjuntos cor-
respondente € J(Q) = T, (Q) U T> (Q) U T; (Q). A Figura !
Algoritmo 1 11.14.17 mostra um conjunto arbitrdrio S , ndo-vazio, fechado e
g S b e limitado em R?, as quatro primeiras iteradas S, S., S;, S;€ 0
Passo 0. Escolha um conjunto S, ndo-vazio, fechado e limita- ¢ opiynio-limite S (o triangulo de Sierpinski). .
do em R AT
Passo 1. Calcule S, = J(S)). EXEMPLO 13 Usanc

Passo 2. Calcule S, = J(5)).
Considere as duas semelhangas a seguir:

. n([3]) =36 3]
Passo n. Calcule S, = (5, ) 1, ([:]) -3 [i‘m’; % ‘“‘:] [:] + [g:]

A ac@o destas duas semelhangas no quadrado unitdrio U estd
ilustrada na Figura 11.14.18.

Passo 3. Calcule S ; = J(S,).
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Figurai11.14.18

Aqui, o dngulo de rotagdo 8 € um parimetro que nds variamos
para gerar diferentes conjuntos auto-similares. Os conjuntos
auto-similares gerados por estas duas semelhancas aparecem na
Figura 11.14.19 para vérios valores de 6. Por simplicidade,
deixamos de desenhar os eixos x e y mas a origem € sempre o
ponto mais abaixo e a esquerda do conjunto. Estes conjuntos
. foram gerados em computador usando o Algoritmo 1 para os
~ valores de @ indicados. Comok=2es= 3, segue de (2) que a

- dimensdo de Hausdorff destes conjuntos € 1 para cada valor de
6. Pode ser mostrado que a dimens@o topolégica destes conjun-
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tos € 1 para o caso 8 =0 e € 0 para todos os demais valores de
6. Segue-se que o conjunto auto-similar para 6 = 0 ndo € um
fractal [€ o segmento de reta de (0, 0) a (0,6; 0,6)], enquanto que
os conjuntos auto-similares para todos os demais valores de @
sdo fractais. Em particular, sao exemplos de fractais com dimen-
s@o de Hausdorff inteira. +

3 (0.6:0.6)

8 = 60° @ = 50F =4

Figura 11.14.19

Uma Abordagem Monte Carlo A abordagem descrita
no Algoritmo 1 para construir conjuntos auto-similares usando
fungdes de conjuntos consome muito tempo de computador,
pois as semelhancas envolvidas devem ser aplicadas a cada um
dos muitos pixels de uma tela de monitor em cada iteragdo. Em
1985, Michael Barnsley descreveu um método alternativo e
mais pratico para gerar um conjunto auto-similar através de suas
semelhangas. E um assim chamado método de Monte Carlo que
utiliza probabilidades e Barnsley se refere a ele como o
Algoritmo da Iteracdo Aleatoria.

Sejam T,. T, T,...., T, semelhancas contrativas de mesma
razdo. O préximo algoritmo gera uma seqiiéncia de pontos

Xp X Xn
[] H ..... s 28
que converge ao conjunto § do Teorema 11.14.1.

Algoritmo 2

B Y
Passo 0. Escolha um ponto arbitririo [\i:] em S.

Passo 1. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancas, di-

gamos T, . e calcule
Xy Xp
()

Passo 2. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancas, di-
gamos T, , e calcule

Passo n. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancgas, di-
gamos 7, . e calcule

Os pixels correspondentes aos pontos gerados por este algorit-
mo preenchem os pixels que representam o conjunto-limite S
numa tela de monitor.
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A Figura 11.14.20 mostra quatro estgios do Algoritmo de
Iteracdo Aleat6ria que gera o tapete de Sierpinski comegando

3ot 0
com o ponto inicial ol

45.000 iteragBes

100.000 iteragtes

Figura 11.14.20

OBSERVACAO. Embora o Passo 0 requeira a escolha de um ponto
do conjunto $ que pode até nem ser conhecido antes, isto ndo &
um problema sério. Na priética, podemos geralmente comegar
com qualquer ponto do R* e, depois de umas poucas iteragdes
(digamos, umas 10 iteragcdes) o ponto gerado vai estar tdo pro-
ximo de S que o algoritmo funciona corretamente dai em diante.

Fractais mais Gerais At€ aqui discutimos fractais que sdo
conjuntos auto-similares de acordo com a definigdo dada acima.
No entanto, o Teorema 11.14.1 permanece vilido se as seme-
lhancas Ty, T,,..., T, sdo substituidas por transformagdes mais
gerais, chamadas transformacdées afins contrativas. Uma trans-
formacao afim € definida como segue:

e L T e BT i

Uma transformagdo afim é uma aplicagdo de R? em R’ da

- -

onde a, b, c, d, e e f s@o escalares.

IR

A Figura 11.14.21 mostra como uma transformacdo afim
leva o quadrado unitério U sobre um paralelogramo T (U). Uma
transformacé@o afim € dita contrativa se a distincia euclidiana
entre a imagem de dois pontos quaisquer do plano pela trans-
formacio € estritamente menor que a distincia euclidiana origi-

nal entre estes pontos. Pode ser mostrado que quaisquer k
formacoes afins contrativas T}, T,,..., T; determinam um .”
conjunto fechado e limitado § sansfazendo a equagao

S=T,S)UTE)UTS)U~UTLS)

AY 4y
(a+b+ec+dy
(b+e.d+f) :

(0,1) e ® (1.1)

(a+e.c+f)

(e.f) x

S

Y

0.0) (1,0)

(a) O quadrado unitério. (b) O quadrado unitédrio depois da

transformag@o afim.
Figura 11.14.21

A Equagcdo (13) tem o mesmo formato que a Equacéo (12), g
utilizamos para definir conjuntos auto-similares. Embora
Equacdo (13), que usa transformagdes afins contrativas,
determine um conjunto auto-similar, o conjunto § que € form
do tem muitas das caracteristicas de conjuntos auto-simila
Por exemplo, a Figura 11.14.22 mostra como um conjunto
plano que parece uma samambaia (um exemplo tornado famo
por Barnsley) pode ser gerado por quatro transformagdes
contrativas. Observe como a samambaia central € a unido d

(0,115;1,030) (0,965, u,@
(0.,340:0.495)
(0.140:0.265) (0,600:0.275)
(0,075;0.1
0,400 0.043) L o (0,925:0,140)

w([2]) - “*;:_2‘”][ 1+ b

g o

(D-2 i b

(0.1)

(1,0)

ED-E 4k (3] - ﬂ”oléiﬁ?&f[ 1+ o

(0,50;0,16)

I

(0.50;0)

(0,425;0,174)

(0,855;0,154

(0,575, -0,086)

Figura 11.14.22




atro samambaias menores que a cercam, que sao imagens
ns ligeiramente sobrepostas. Também note como T, por ter
eterminante da parte matricial nulo, leva a samambaia inteira
obre o pequeno segmento de reta que liga os pontos (0,50; 0) e
0,50; 0,16). A Figura 11.14.22 contém muita riqueza de infor-
a0 ¢ deveria ser estudada cuidadosamente.

Michael Barnsley continua trabalhando nas aplicagdes desta
teoria a0 ramo de compressio e transmissdo de dados. A
samambaia, por exemplo, fica completamente determinada
pelas quatro transformagdes afins T, T, T5e T, Estas quatro
. transformacgdes, por sua vez, ficam completamente determi-
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seus valores de a, b, c, d, e e f. Dito de outra maneira, estes 24
nimeros codificam completamente a imagem da samambaia.
Armazenar estes 24 nimeros em um computador requer consi-
deravelmente menos espaco de memoria do que armazenar uma
descrig¢do pixel por pixel da samambaia. Em principio, qualquer
imagem digitalizada em uma tela de monitor pode ser descrita por
um nimero finito de transformacdes afins, embora néo seja facil
determinar quais transformacdes devemos usar. Mesmo assim,
uma vez codificadas, as transformacdes afins em geral requerem
vérias ordens de grandeza menos memoria de computador do que
uma descricao pixel por pixel da imagem digitalizada.

padas pelos 24 nimeros dados na Figura 11.14.22 que definem

Leitura Recomendada

Os leitores interessados em aprender mais sobre fractais devem 2.
. consultar os seguintes livros, o primeiro dos quais elabora a
abordagem por transformagdes lineares apresentada desta sec@o. 3.

BeEnoIT B. MANDELBROT, The Fractal Geometry of
Nature (W. H. Freeman, Nova lorque, 1982).
Hemz-OtT10 PEITGEN e P. H. RICHTER, The Beaury of
Fractals (Springer-Verlag, Nova lorque, 1986).

4. HEeNz-OtTO PEITGEN ¢ DIETMAR SAUPE, The Science of
Fractal Images (Springer-Verlag, Nova lorque, 1988).

1. MIiICHAEL BARNSLEY, Fractals Everywhere (Academic
Press, Nova lorque, 1993).

=
¢ 1. O conjunto auto-similar da figura dada tem os tamanhos indicados. Sabendo que o canto inferior esquerdo estd situado na origem do plano
xy, encontre as semelhangas que determinam este conjunto. Qual € a dimensao de Hausdorff deste conjunto? Este conjunto € um fractal?
2. Encontre a dimensdo de Hausdorff do conjunto auto-similar da figura dada. Use uma régua para medir a figura e determine um valor apro-
4 ximado do fator de escala s deste conjunto. Quais sdo os dngulos de rotagdo das semelhangas que determinam este conjunto?

|

[ {

i
H

ENED B
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SRS SESE ma

EEED EERE

SEEEEEEE EREN ED

EENENEER EEED ERER

ENES EEEE SEEE ENEE

EEENSEND EREEENDE 2 g
HEEE REEN DENEEEES |

ERRS SHSE RRNE Sna | %
HEEE NS BN e

EENETNEE BERE SEEE E
EEEEESED EEND EEEE

ENEENENE SREEEEEE ¢

Figura Ex-1 Figura Ex-2

3. Para cada um dos conjuntos auto-similares da figura dada, encontre: (i) a razdo s das semelhangas que descrevem o conjunto: (ii) os angulos
de rotagdo 6 de todas as semelhangas que descrevem o conjunto (todos os fngulos de rotagio sdo miltiplos de 90°); e (iii) a dimensiio de
Hausdorff do conjunto. Quais destes conjuntos sao fractais e por que?
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% .
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(c) (@)

i Figura Ex-3
4. Das quatro transformacdes afins mostradas na Figura 11.14.22, somente a transformacdo T, € uma semelhanga. Encontre a razao s e o 4ng
lo de rotag@o 6 desta semelhanca.

mesmo. ]

6. O quadrado na Figura 11.14.7a foi expresso como a unido de quatro quadrados nao-sobrepostos indicados na Figura 11.14.7b. Suponha a

que o quadrado seja expresso como a unido de 16 quadrados ndo-sobrepostos. Usando a Equagdo (2), verifique que sua dimensao de Hausdorff
continua sendo 2. :

7. Mostre que as quatro semelhancas

P
—
e |
b ]
| ] |
e

Il
4| W
B |
Bk
— O
| ST |
- R

J

(- 6
Ak 0 11y 0
X 311 0O01}]=x 0
“qr)zﬁm J Tl
a gl iy AN
1N 3[1 o][x] [3]
w5 =30 )l

dio o quadrado unitdrio como a unido de quatro quadrados sobrepostos. Calcule o lado direito da Equacfo (2) para os valores de £ e s deter-
minados por estas semelhangas e mostre que o resultado nao € o valor correto da dimensido de Hausdorff do quadrado. [Observagdo. Este
exercicio mostra a necessidade da exigir que os conjuntos sejam nao-sobrepostos na defini¢do de conjuntos auto-similares e suas dimensdes
de Hausdorff.]

8. Todos os resultados desta se¢do podem ser estendidos ao R". Calcule a dimenséo de Hausdorff do cubo unitdrio em R * (veja a figura dada).

Sabendo que a dimensdo topolégica do cubo € 3, decida se este cubo € um fractal. [Sugestdo. Expresse o cubo unitdrio como a unido de 8 .
cubos menores congruentes e nao-sobrepostos.]

Z

1 LAt
X

Figura Ex-8
O conjunto em R? da figura dada € um conjunto auto-similar obtido pela remocdo de certos buracos ciibicos do cubo unitdrio e chamado a
esponja de Menger. Observe que cada face da esponja de Menger € um tapete de Sierpinski e que os buracos do tapete de Sierpinski agora

atravessam toda a esponja de Menger. Determine os valores de k e s para a esponja de Menger e obtenha sua dimensdo de Hausdorff. A espon-
ja de Menger € um fractal?
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x/ Figura Ex-9

10. As duas semelhangas

23k SIE) < = (D5l AIE)L

determinam um fractal conhecido como conjunto de Cantor. Come¢ando com o quadrado unitdrio I/ como conjunto inicial, esboce os qua-
tro primeiros conjuntos determinados pelo Algoritmo 1. Em seguida obtenha a dimensdo de Hausdorff do conjunto de Cantor. (Este conjun-
to famoso foi o primeiro exemplo que Hausdorff forneceu, em seu artigo de 1919, de um conjunto cuja dimensio de Hausdorff ndo coincide
com a dimensdo topoldgica.)

11. Calcule as dreas dos conjuntos S, S|, S,, S;e S,da Figura 11.14.15.

Requisito: Recurso Computacional

' Exercicios Computacionais 11.14

Os seguintes exercicios foram elaborados p%a serem resolvidos utilizando um recurso computacional. Em geral, este recurso ¢ o MATLAB,
Mathematica, Maple, Derive ou Mathcad, mas também pode ser um outro tipo de software de Algebra Linear ou uma calculadora cientifica com
funcionalidade de Algebra Linear. Para cada exercicio vocé deverd ler a documentagio pertinente do recurso que estiver utilizando. O objetivo
destes exercicios € fornecer uma competéncia bésica na utilizagdo do seu recurso computacional. Uma vez dominadas as técnicas nestes exerci-
cios. vocé deverd ser capaz de usar seu recurso computacional para resolver também muitos dos problemas nos conjuntos de exercicios regulares.

T1. Use semelhancas da forma

-

b | 1 O B I a;
z el S B 1 fe
G para mostrar que a esponja de Menger (Exercicio 9) € o conjunto § dado por

20
s=J1®
i=]
para semelhangas T, (com i = 1, 2, 3,..., 20) convenientemente escolhidas. Determine estas semelhangas determinando a coleg@o de matrizes

Ix]

a; [
bl pear=13,2.3....28

Ci

-T2. Generalize ao R" as idéias envolvidas no conjunto de Cantor (em R '), no tapete de Sierpinski (em R ?) e na esponja de Menger (em R %), con-
 siderando o conjunto S dado por
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s=Un®
i=l
com
X i 0] 1x
X2 : B -k D 0f]x
T; X3 - 0 'D 1 0} |[x
& oo i 1lla

onde cada constante a ;€ igual a 0,
junto

ay;
as; fori=—=1,

i

e assim determinar o valor de m , para n = 2, 3, 4. Em seguida, obtenha uma expresséao para m .

11.15 cAos

Nesta secdo nds usamos uma transformacio do quadrado
unitdrio do plano xy sobre si mesmo para descrever o conceito
de aplicacdo cadtica.

PRE-REQUISITOS: Geometria de Operadores Lineares
de R? (Secd0 9.2)
Autovetores e Autovalores
Compreensdo Intuitiva de Limites e
Continuidade

Caos A palavra caos apareceu pela primeira vez na literatura
matemdtica em 1975, num artigo (em inglés) de Tien-Yien Li e
James Yorke intitulado “Periodo Trés Implica Caos.” Hoje em
dia, o termo € utilizado para descrever certas transformacoes na
Matemdtica e certos fendmenos fisicos que, a primeira vista,
parecem ter um comportamento aleatério e desordenado mas
que, na verdade, tém um elemento subjacente de ordem bem
determinado (como, por exemplo, geragao aleatéria de nimeros,
embaralhar as cartas de um baralho, arritmia cardiaca, vibracao
das asas de um avido em véo, mudangas na mancha vermelha de
Japiter e aberragoes da 6rbita de Plutdo). Nesta se¢io nés estu-
daremos uma transformac@o cadtica especifica, conhecida como
a transformacao do gato de Arnold, em referéncia ao matemdti-
co russo Vladimir I. Arnold, que usou o esbogo de um gatc para
a sua descrigdo.

A Transformacdo do Gato de Arnold Para descrever
a transformag@o do gato de Amold nds precisamos de algumas
técnicas da aritmética modular. Se x € um nimero real, entdo a
notac¢io x mod 1 denota o tinico nimero no intervalo [0, 1) que
difere de x por um nimero inteiro. Por exemplo,

23mod 1=03, 09mod1=09, —37mod1=03, 20mod1=0

1 2 el 1 g
3 ou 3. mas nunca duas delas iguais a 3 ao mesmo tempo. Use um computador para construir o cgp.

ayi
ay;

as;

Qpj

Observe que se x € um nimero real nao-negativo, entdo x mod
é snmplesmeme a parte fraciondria de x. Se (x. ¥) € um par o
nado de nimeros reais, entao a notago (x, y) mod 1 denota o
(x mod 1, y mod 1). Por exemplo,

(2.3:~7.9) mod 1 = (0.3: 0,1)

Observe que o ponto x mod 1 é um ponto do intervalo [0, 1) p
cada nimero real x, e que o ponto (x, v) mod 1 é um ponto d
quadrado unitério

S={W]|0Ex<1,0=v<1}
para cada par ordenado (x. ). Note que as arestas superior e da*
direita do quadrado ndo estdo incluidas em S.

A transformacio do gato de Arnold € a aplicagdo I : R2

R? definida pela formula

F:.y)—=(x+y,x+2y)mod]

ou, em nota¢io matricial. por

c([L]) =l 2][]mea (

Para entender a geometria da transformacgéo do gato de Amold.
¢ conveniente escrever (1) na forma fatorada

x 1 8lf1 11>
{ ([‘]) o [1 1} [0 1} [\} it
que expressa a transformagio do gato de Arnold como umas
composta de um cisalhamento na dire¢@o x com fator 1 seguido.
de um cisalhamento na dire¢io y com fator 1. Como as contas
sdo feitas mod 1, a aplicac@o I leva todos os pontos de R 2 no
quadrado unitdrio S.

Nés iremos ilustrar o efeito da transformagido do gato de
Arnold no quadrado unitario S que, na Figura 11.15.1a, aparecé
sombreado e contendo a imagem de um gato. Pode ser mostra
do que ndo importa quando € feita a conta mod 1, se depois deé
cada cisalhamento ou somente no final das contas. NGs veremos
ambos métodos, inicialmente fazendo a conta mod 1 somente n0
fim. Os passos sdo os seguintes: ;




