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Capitulo 3

Curvas e Superficies
2014 - IC / UFF



Onde se usa: Qualquer representacio de curvas

Modelacao da Fronteira (B-Rep)-> Representacao pela
descrigcdo parametrica da sua superficie;

Os contornos dos caracteres (pictogramas) em fontes TrueType sao
feitas de segmentos de retas e curvas Bézier quadratica.

Um segmento de curva quadratica de
Bézier € definido por 2 pontos extremos e
1 de controle.

O circulo ao lado € formado por 8
segmentos. Os quadrados sao os pontos de
extremidade e os anéis os de controle.




Elementos 1D

e Comprimento

e Distancia ao
1nicio define a
pOSICA0 na
curva

 Mas ela pode
ser 2D e 3D
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Curvas ¥

 Formas de representacio:
— Procedural ( exemplo curvas fractais )
— Conjunto de pontos (digitalizadores: x., y))

— Analitica:
e Explicita: y = f(x)
e Implicita : x+y=0
e Paramétrica : x= f(1), y = f(1)



Representacao analitica

Nao parametrica e parametrica
Precisao sobre representacao de ponto

Armazenamento compacto
— Centro do circulo e raio vs. pontos

Ponto intermediario

— Quaisquer pontos sobre a curva podem ser
calculados

Mais facil gerar desenhos
Mais facil mudar a curvatura



Também podem ser

Classificadas de acordo com seus termos: linear
(grau 1), quadratica (grau 2), cubica (grau 3),
transcendental (sin, cos, log, ...)



Representacao analitica de curva
definida por ponto

 |nterpolacao

— Analiticamente definindo uma curva a partir
de um conjunto de pontos conhecido

« Ajustada

— Uma curva que passa por todos os pontos
conhecidos

« Satisfatoria

— Uma curva que passa perto de pontos
conhecidos



Interpolacao X Aproximacao

Na interpolacao, a curva passa
sobre todos 0s pontos definidos.

Na aproximag¢ao, a curva comecga sobre
o ponto inicial e termina sobre o final.
Os demais pontos sao aproximados.



Gerar um
a curva suave q
v ue passe
pontos especificos : .
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gerar uma curva no espaco, distribuindo
pontos de maneira suave




Dado um numero n de pontos para tracar uma curva:

— Interpolar os pontos (curva passa necessariamente
por todos os pontos)

— aproximar os pontos (pontos definem cobertura
convexa (convex hull) da curva)

Interpolate Approximate



Nao parametrica vs parametrica

 Nao parametrica
— Explicita y = f(x)
— Implicita f(x, y) = 0
« Equacao implicita de segundo grau geral

ax’ +b2xy +ey’ +2dx +2¢y + f =0



Exemplo _,
fo0,2m] — R*, f(0) = (x(0),y(0))

circunferéncia -
T = 51N
representacoes S cosp  Vhered€[0.2m
paramétricas
2t
I
4 , a‘.? where { € [0, 1]
N -
2 1



Exemplo circunferéncia
representacoes nao paramétricas

y=VI1-a?

/\ Explicita y = f(x)

.
= rasglolheip?

x4 _r;j_— l1=0o0rz*+y*>=1

Implicita f(x, y) = 0



E essas?

(a) (b)

Fig. 1.1. (a) Image and (b) graph of f(t) = (cost,sint).

(a) (b)

. 1.2. (a) Cuspidal cubic z* = y* and (b) parabola y = x° as images of different

unetrisations.

Explicita y = f(x)
Implicita f(x, y) = 0



Representacao implicita

« Curvaem?2D:f(x,y)=0
—Linha:ax+by+c=0
—Circulo: X2 +y2—=r2=0

« Superficie em 3D: f(x,y,z) =0
—Plano:ax+by+cz+d=0
—Esfera: x2 +y2+2z2-r2=0



Outros exemplos:

e [.emniniscata de Bernoulli => simbolo
infinito (x24y2)2 - (x2-y2)2 = 0
Quarto grau! Implicita f(x, y) = 0

0.5




Curvas nao parametricas

Linha
Circulo
Parabola
Elipse
Hiperbole

Fig. 1.7. The '!'.liLl'é'lE'.ll.'J]L'.l'i.(] mat— .:r"; 1 \r,l.J in Rr*



Curvas paramétricas

— Pontos sobre uma curva sao representados
com uma fun¢cao de um unico parametro
*+ x =f(u), y=9(u), z=h(u)

— U : variavel parametrica

X = cos(t), y = sin(t), z = /£




Peculiaridades das curvas em CG

Principais desvantagens das representacdes nao-

parameétrica em CG

» E dificil definir a equac3o n3o paramétrica de uma
curva que passe por um conjunto de pontos pre-
definidos.

* N3o permite a representacao de curvas com lacos



Peculiaridades das curvas em CG

Para CG, representacoes parameétricas
costumam ser as mais convenientes

Assim, genericamente, uma curva 3D e

- Q(t)=[x(t) y(t) z(t)]

X(t), y(t), z(t) sao chamadas de funcoes-base
(base functions)



P(u) = (X (), Y(u),Z(u))

O<su=<l

Pu,v)=(Xw,v),Y(u,v),Z(u,v))
O<su=<l

O<sve=l

= As expressOes parametricas suportam declives
infinitos, curvas fechadas ou multi-valor.

dy/dx = (dy/du) / (dx/du)
dy/dx = infinito => dx/du=0



= Elementos geometricos definidos parametricamente
sao merentemente limitados (0 <=u <= 1).

= As expressOes parametricas sao facilmente
traduzidas na forma de vectores e matrizes.

= Utilizagao de um so modelo matematico para
representar qualquer curva ou supertficie.



Reta na forma paramétrica

P(t)= P + at

— P, =P,y +at
— P, =P +at
—P,=P,+at

Z




Parametrizando polinomios

ft)y=ar+b f(ty=at’ +bt+c f(r)=at’ +bt* +ct+d

NN Y

Linear Quadratico Cubico



Peculiaridades das curvas em CG

A curva é definida através de um conjunto de pontos de
controle que influenciam a forma da curva.

Os nos sao pontos de controle que pertencem a curva.

A curva pode ser interpolada, passando nesse caso por todos
os pontos de controle, ou pode ser aproximada, passando
apenas em alguns pontos de controle ou mesmo nenhum.

Os pontos de controle definem a fronteira de um poligono
designhado por convex hull. s




Continuidade

« Duas ou mais curvas nos nos (conectando
pontos) para formar uma curva continua

* Tipos de continuidade

— Continuidade de ponto
— Continuidade de tangente
— Continuidade de curvatura

— (.

: L., - 0 s 1
(a) Point continuity - C (b) Tangent continuity - C

A

N

(¢} Curvature continuity - C :



Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Independéncia y
dos y
€1XO0S

usados




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Deve R
poder !
ter
Pontos
com

coordenadas

multiplas




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Deve ter uso v
intuitivo e
poder ter
Controle local:

1.e. em ajuste finos:
alterar um trecho
nao altera toda a
curva




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

O numero de
pontos de

Controle local
nao deve estar
associado ao P
grau da curva
ou sua
oscilacao

polindbmio de grau elevado

formas com oscilacdes



Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Ser possivel
representar
diversos graus
de
continuidades
que O usuario
desejar



Propriedades desejaveis
de curvas para modelagem em CG

Ser possivel
representar curvas
abertas, fechadas,
com pontos de
inflexao, etc. : ter
a versatilidade
que O usuario
desejar



Propriedades desejaveis
de curvas para modelagem em CG

ter pontos

com distancias =
constantes ao longo
do seu

comprimento:
parametro

uniformemente

distribuidos.




Solucdo em CG

Curvas de formas livres
Representadas por unioes
Descritas por polindbmios
Parametrizadas

Até grau 3

Com continuidade paramétrica



Porque polindbmios até terceiro grau?

Quanto mais simples a equacao da funcao de
interpolacao, mais rapida sua avaliacao.

Polinomios sao faceis de avaliar
Grau menor que 3: Pouca flexibilidade.

Grau maior que 3: Maior custo computacional
com pouca vantagem pratica.
ft)=at+b f(t)=at> +bt+c f(t)y=at +bt” +ct+d

NN Y

Linear Quadratico Cubico



Curvas o

Paramétricas o Pl
CﬁbicaS 2D - /\“ (\
0.2 0.41 0.6 m.a|P 1 0.1 : 0.3 i,q 0_5:1.5 s,

x(t )= axt3 + be2 +cf+d. t ft

3 2
y(t)= al +bt +ct+d,

\

v
Os valores de ax,bx, etc devem ser definidos para cada curva

-

&0



Em 3D



Curva polinomial paramétrica:
2 k
Pu)=c,+cu+c,u” +...+c.u
x(u)=c, +c, u+c, u* +...+c, u"
Ox 1x 2x kx
2 k
yu)=c,, +c u+c, u” +..+c u

2 k
z(u)=c,, +c u+c,u” +...+cu



Em 3D

x(t)=ar+bt*+ct+d.
3 2
We)=a’ +bt* +ct+d,

z(i)= azf3 + bzrz +c.t+d,



De forma genérica

3
p(u)=c, +cu+cu’ +cu’ = Z cu"

onde
c. 1 |
Crx
C U
c, u? b
C
kz
C3 | u 3 -




continuidade paramétrica e geometrica
Foley at al p. 480 - 483

- \___,/ /N

Continuidade Geométrica GO Continuidade Geométrica G1

Dois segmentos se encontram Direcao das tangentes dos
em um ponto segmentos sdo
iguais no ponto de juncédo

\

Continuidade Paramétrica C1

Direcao e magnitude das
tangentes dos segmentos
sao iguais no ponto de juncao



Com continuidade paramétrica

—_
t=1

x(=ar +bt’ +ct+d,

: 3 2
vit)=at" +bt +c t+d,

x(t)=arf +bi>+ct+dIH=al +hit+ci+d,

y(ty=at’ +bt* + ct+d,

@ t=0
()=art +bt*+cr+d. continuidade no
ponto comum dos
trechos
Parametrizacao
trelol] local
'I'__:U t=1 t=ﬂ t:it:f} t=1
. e e e e e ou
* ® ® J ue [u,:, ,un] global
u, u u, u



Requisitos para os parametros:
Parametro genérico: u
Parametro de comprimento: s = s(u)

1’3(34) =(1 —u)ﬁ[} +u 131

&

(1-u) u

P(u)=(1— f(u))P,+ f(u) P

/

U,

Com continuidade paramétrica

du



Continuidade geométrica x
parameétrica

R.(0)= Ry(1)

LT Y

Descontinua Continua: CYe GY Continua: C! e G!



parametricas

LA/ CO% As duas curvas apresentam

um ponto de juncao.

C': A direcao dos vetores tangentes
no ponto de juncao € igual.

C?: A direcao e a magnitude dos

vetores tangentes no ponto de
juncao sao igualis.



Curva de Bezier

« Desenvolvidas por Pierre Bezier para descrever o
desenho de curvas e superficies de forma livre

» Poligono definidor
* Primeiro e ultimo ponto
« Vetor tangente

ey
Sy
“

-

B

-]
* I

i
S
n‘ﬂ




Curva polinomial desenvolvida em 1962 por Pierre
Bézier.

Utilizada no projeto de automoveis (Renault).
Baseada no algoritmo de De Casteljau em 1957.
Curva de aproximacao.

Controle global.

P. de Casteljau, 1959 (Citroén)
P. de Bézier, 1962 (Renault) - UNISURF

Forest 1970: Polinomios de Bernstein




Forma geral:

&g

P()=> B (1)V,
i=()

onde:

| n) o
B, (1) =£ .j(l—r)“ t

[

pol. Bernstein

n n!
I il(n—1i)!

coef. binomial




3 —
Bezier ciibica: P(t)=>) B,;(1)V,
i=0

-~

80.3(”:(; (1= =1-1)’

3\ -1 .1 2
B (1) = 1 (1—=1)"t =3(1—-1)"t
J
3‘\
B, (1)= (1=1)"2 2 =3(1-1)"
5= 2/]]

Pt)y=(1-1)'V,+3(1=0)*t V. +3(1-0)* V, +1’ V,



Polindmios cubicos de Bernstein




A soma dos
Polinomios Cubicos de Bernstein

resulta:

' Bf,'l_? + B)l'lj _+_ B?Ij_l- _+_ Bj‘lj'

I

() I {



Propriedades de Curva de Bézier

Continuidade infinita (todas as derivadas sao
continuas)

O grau da curva (do polinédmio) é dado pelo numero
de pontos do poligono de controle menos 1

A curva de Bézier esta contida no fecho convexo do
poligono de controle

A curva interpola o primeiro e ultimo ponto do
poligono de controle




Cont.

- As tangentes a curva em pye p, tém a diregao dos
segmentos de reta p,p, € p,..1P, , respectivamente
— Para cubicas, as derivadas sao 3(p;— pg) € 3(p>— Ps)
« Transformar os pontos de controle (transf. afim) e

desenhar a curva € equivalente a desenhar a curva
transformada




Demonstrando essas propriedades para uma Bezier

cubica:
P{r )=(1 —r}

< B =
dt

i1'3(1)——*%1/ +3V,
dt

+3(1

SB31-02V, + 6= +31-02 |V + =32 +6(1-0|[V, +£° V,

OV +3(1-0) V,+1° V,

—_—

R(0)

R(1)



A ordem e posi¢ao dos pontos controla a
curval!




Fecho convexo (1) = Y V. com Ya, =1
=0 1=0

e Convex hull



Propriedade: Convex Hull

— Uma curva de Bézier esta completamente dentro
do maior poligono convexo, formado pelos pontos

P
de controle. AN
! .
ff ) :‘E‘:' P1
) /
/ o~ LT
; /-"' r.-
P1’P~~.
Pu pr—————— -0 P1 ! _._._H WFE




Representagao
matricial :

Vo

Pit)y=(1—-1)*V,+3(1=1)* 1V, +3(1-0)* V, +1° V,

Piy=( 1 1 1

3
-3
l

-0
-3
0

3
0
0

-
0
0
0_

= =

et

et

e

SN <
# 4 £ i




m Matriz de Geometria (G) e Matriz Base (M)

[ ] [ / ]m21 My My Ny,

\ My My Myz Ny,

O(t) =TMG

QO Qq




Outras formas de Bezier

mF,
ol

= al,

of

Curvas de Bézier: 1. linear; 2. quadratica; 3. cubica; 4. quartica.



Outras formas de Bezier

P(t) = (1-1) . P, +t . P,

N

t=.20 oP,



Outras formas de Bezier

P(t)=(1—t)2P,+2t(1—t)P,+ 2P,

oP,

»Q,

/f(\
0 t=.25 F“2

oP,

=

/ t=.38

oP,



De Casteljau: algoritmo geomeétrico para
construcao de curvas Bézier.

Dcontrol point O auxilary point



Algoritmo geométrico




Po







P1

Po(U)

P



Outras formas de Bezier
P(t)=(1-¢t)°P,+3t(1-¢t)?P,+3t2(1-t)P,+t° P,

oPy Q-

oP,



Cont.

Curvas Beézier com k pontos de controle sao de
grau k-1

Curvas de grau alto sao dificeis de desenhar

— Complexas

— Sujeitas a erros de precisao

Normalmente, queremos que pontos de controle
tenham efeito /ocal

— Em curvas Bézier, todos os pontos de controle tém
efeito global

Solucao:
— Emendar curvas polinomiais de grau baixo
— Relaxar condi¢bes de continuidade



Emendando Curvas Bézier

. Continuidade C°: Ultimo ponto da primeira = primeiro
ponto da segunda

+ Continuidade C': C° e segmento p,p; da primeira com
mesma dire¢ao e comprimento que o segmento pyp, da
segunda

« Continuidade C2: C' e + restricdes sobre pontos p, da
primeira e p, da segunda

P1 P2 P>

Po




Transformacoes

— Executar as transformacoes (S,R,T) na curva é
equivalente a realizar as transformacoes nos
pontos de controle.

p2 n

p1

p0




Curvas de Hermite

* Ao invés de modelar a curva a partir de um poligono de
controle (Bézier), especifica-se pontos de controle e
vetores tangentes nesses pontos

« Vantagem: é facil emendar varias curvas bastando
especificar tangentes iguais nos pontos de emenda

« Exemplos (cubicas):
M




m A curva de Hermite é determinada por
restricoes no primeiro e ultimo pontos

m O usuario especifica o primeiro (P1) e o
ultimo pontos (P4) bem como os vetores
tangentes a P1 e P4, chamados R1 e Ry



Curvas de Hermite

Definida a partir de restricoes no ponto inicial
e no ponto final.
— Os pontos propriamente ditos: PO e P1

— Vetores tangentes nestes pontos: VO e V1

Vo




Mesmos pontos 1niciais € finais,
apenas alterando a direcdo da
tangente




Mesmos pontos 1niciais € finais,
apenas alterando a intensidade da
tangente




Vantagens
— Bem facil de implementar ©

— Adequada para aplicacoes onde seja Util definir a curva
em funcao dos vetores tangentes

— Passa nos pontos de controle (interpolacao)

Desvantagens

— Nao garante, de forma automatica, a continuidade entre
0s segmentos de curva

* E necessario os vetores tangentes terem a mesma direcao e
sentido

— Nao permite controle local
» Alteracao de um ponto de controle altera toda a curva



Forma matricial

P(t) =[t* 2 t 1

TP(0y

P(1)
P(0)

PQ).




0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

-0,1
-0,2

Funcoes de mistura

o

—_

Coeficientes Geométricos:
p(0), p(1), pu(0), pu(1):

Funcoes de Mistura:
F1(u) = (2u3 - 3u?2 + 1)
F2(u) = (-2u3 + 3u?)
F3(u) = (u3 - 2u? + u)
F4(u) = (u3 - u?)

F1.p(0) + F2.p(1) +
F3.p°(0) + FA.p’(1)

p(u) =



Y
A

P’ (O)
e ~aP' (!
p(O) X

e
Definition of the
Hermite cubic.

p(uy=uTc=uTMyp

M, =A" =

portanto ¢c=Mp




p'(1}) = q'(0)

p{l) = q(O)}

p(O)
q(l)

Hermite form at
join point.



Func¢oes de mistura de Hermite

1
N
0

0,2

1

F3

AN

1

02 .

/

F4




Q.,()=1TM G,

, B
G, é 1
o _|F
H — Rl
-R4-
G,, € a componente x de G,
GHx

B

=

b

"
1




Curvas Splines

Existem varios tipos de splines, cuja amostragem varia de
acordo com a férmula matematica utilizada na sua
construcao. Elas podem ser interpoladas ou aproximadas.

Parameter Space Chbject Space



Splines

« A base de Bezier ndo ¢ propria para a modelagem de
curvas longas

Bézier unica: suporte n&o local

— Trechos emendados: restricées nao sao naturais
« Base alternativa: B-Splines

Nome vem de um instrumento usado por desenhistas
Modelagem por poligonos de controle sem restricoes adicionais
Suporte local

+ Alteracao de um vértice afeta curva apenas na vizinhanca
Existem muitos tipos de Splines

Se 0s nos estao equidistantemente distribuidos a spline &
uniforme, caso confrario € nao-uniforme.

» Uma B-spline uniforme de grau d tem continuidade C%'



Spline € uma curva polinomial

definida por partes

 Com maior suavidade que as anteriores (tem
curvatura continuas) e sao conectadas
formando curvas mais complexas (knots).

/(U No Continui ty
. - - G0 Continuil by
T R
uuuuuuu rve L "
- - //"—\1 ontinuity
/—1_/. ___ (tangenti B
A Piecewise Cubic Cu rve



Spline fisica

Uma spline € uma linha flexivel usada para produzir uma
curva suavizada ao longo de uma série de pontos de
controle.



Metal flexivel com continuidade
de curvatura: C?

Construindo barcos

g

Pesos que dao forma = “ducks”



Exemplo de como sao usadas



Especificando curvas

Pontos de Controle

— Um conjunto de pontos que influenciam a
forma da curva

NOs

— Pontos de controle que estao sobre a curva

Interpolando Splines

— Curvas gque passam através dos pontos de
controle (nds)

Aproximando Splines

— Pontos de controle meramente influenciam a
forma



B-spline ou basis spline

e Cardinal B-splines t€ém knots que sao
equidistantes uns dos outros.

e Cubicas tem m+ 1/ pontos de controle
onde, m =3

* Polinbmios Cubicos
—f(u)=au®+bu?+cu+d,
—-u: (0<=u<=1)



Nos + pontos de controle

4 Control point

» x{(f)



Definida por quatro pontos de controle (P,, P,,
Py Bl
Nao passa por nenhum ponto de controle.

— Curva de aproximacao

Mais suave gue as anteriores

— Mais facil garantir continuidade paramétrica

.'.Pz 'l"pz"'"'l"'l:’l:l
Controle local. 2 o
Pi,f' it Py e B il
L 'D "rP: T. n
.-"r. = e p
P‘ "rl- __1__-"' -------
o=t
t=0



Porgue sao melhores? Porque fornecem suporte
local e mais controle (ao contrario da Beézier que por
minima mudanca nos pontos de controle, gera uma
nova curva)

P2 T *Ps
. Ps ST N\,

Genericamente: Py /—\\-’t | i e
— Param+1 pontosde "’ L =0

controle .

i .-'
. M}=3 PO,P‘I,--,Pn P “-.‘%‘:\ 2

— Teremos curvas com e B

m-2 segmentos e b=l

« Q3,Q4,...Qm



A curva inteira B-spline € considerada composta por
segmentos de curvas spline

Cada segmento é definido por 4 pontos, cada

ponto influencia 4 segmentos de curva (exceto
PO e Pn)

Knots sao os pontos de juncao entre os
segmentos de curva



w=10.0



NOs:

No espaco parametrico global temos nés ou knots que

representam os valores de u onde 0s segmentos Qi tém o0s
seus extremos. Tambem sao designados por nos de ligagao

uma vez que sao os valores de u onde 0s seg. de curva se
unem

Por definigao um Qi € definido entre 2 nos consecutivos: ()
define um mtervalo parameétrico Ui < U < Ujs1 (eSpaco de u global)

B-Spline uniforme: assume-se que esses nos tém valores
inteiros e que o espacamento entre nos e iguala 1 (0, 1,2....)



Representacao matricial

‘B

P(H)=[t* 12 11

-1 3-31
3-630
30 30

1410

NSO SO SO SO




Func¢oes de mistura

3 = @ be @ e @4 @ oo o

- . Py 3r-6r+ay6 (-35432431+1)/6
B-Splines Uniformes 0,7

0,5 .

3 30
g%ﬁﬂ=ﬂ;?33+3t ZI+4R2+ i \\\\\\\
0,3
3 2 3
-3 +3t6 +3H1P,--1+%Pf sz

O<=t<=1 0,0



B-Splines Unitformes

m Significa que a variavel parameétrica esta
espacada em intervalos uniformes (t=0.1, 0.2,
0.3, etc)

m Cada um dos m-2 segmentos € definido por 4
dos m+1 pontos de controle

m SegmentoQ =P, PP ,,P,
m GS=[P,; P, Py P] 3<=I<=m



Unido 3 curvas B-Splines




Exemplo de controle local:

Alterando o penultimo ponto, nao se altera o
trecho 1nicial e so parte do trecho
intermediario




Ao ser controlada por 4 pontos, sO se
Cada fuiflg:ﬁo de base “cobre” K intervalos

Curva B-Spline ordem 4: cada funcao de base ¢, ela propria,
uma B-Spline cubica, constituida por 4 segmentos, ¢ simétrica




Para criar uma curva spline
fechada:

Apenas se repete no final das seqiiéncia dos
pontos de controle da curva os 3 pontos
1niciais

P,P,P,P, ... ... P _P,P, P,



Spline com pontos controle coincidentes seguidos =>
Ela acaba por passar pelo ponto

Trés P5 coincidentes: 8 pts de controlo, 6 Q;, 3<u=<8

Q7 (7 = u = 8) determinado por P4PsPsPs. Em u=8 interpola Ps

*F
, 0
”’ /_\ . Pd.
Pﬂ 04 !
W’ / g
® e Qe
P, P,



Spline com pontos controle coincidentes seguidos =>
Ela acaba perde nivel de continuidade

o, Py
(a) .~
, : Perda de continuidade
P, a) ponto duplo -G1
— b) Ponto triplo - GO
P, :
o P

®) /
. ': .
e Py ‘,"' Py



Spline : efeito das multiplicidades dos pontos de controle ou
coincidencias dos mesmos nas fungdes de base

a) Multiplicidade 1:

[0, 1,2, 3, 4] -
@
b) Multiplicidade 2: e N
0,1,1,2, 3] T 1
®)
¢) Multiplicidade 3: —/\
0,1, 1,1, 2] i * '
©

d) Multiplicidade 4: /
0,1, 1,1, 1] T ‘ ' ‘




Propriedades

» Aumentar a multiplicidade m de um knot reduz a
continuidade da parametrica k-m-1;

» Um knot interior de multiplicidade k transforma uma
B-spline em duas B-Splines distintas cada um com o
seu conjunto de pontos de controlo.



Influenca

L J

Basls Funciions
1] 1 2 3 4 5 -] 7
A Unifarm Knaot Saquence
] ] ,_,r——-——-‘\_\‘ - .
u=3.0 u=40 Example of Curve
- [ ]
0 3

e

0

1 2 a4 4 5 6 7T 8
Knot Sequence 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

9

Basls Functions
Exampie of a Curve
(4 contrel points)
Basls Functlona
10
Exampla of & Curve
]
Basle Funciions
Example of & Curve



The effect of interior
knot mu]ﬂplicit}r O a
E-spl.i.ne CUrve.

(a) A four-segment
B-spline curve. The
knot vector is

[0.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10].

All B-splines are
translates of each
other.

Spline =>
propriedades

(a)




Spline com pontos controle
coincidentes seguidos =>
perda nivel de continuidade)

(b) Enot vector is 4
01,2,3,4,4,5,6,7,8,9]. Double
; shrinks to zero. kot



Spline com pontos controle coincidentes seguidos

(c)

P,
P,
(c) Knot vector is
[0,1,2,3,4,4,4,5,6,7,8].
Q4 and Qs shrink to 3 4 5
zero. Continuity
between Q; and @ is Triple

positional. knot



Spline com pontos controle coincidentes seguidos

(d) Knot vector is

[0,1,2,3,4,4,4,4,5,6,7,8].

The curve reduces to a
single segment Q3.
Another control point
has been added to
show that the curve
now ‘breaks’ between
P; and P;.

(d)

Quadruple
knot

P,



By(u) B(u) Byu) Biyu) Byu) Bs(u)

0 l 2 3 4 5 6 7 8 9

Parameter range
of curve

Exemplo: curva cubica com 6 pts de cntrl (m=5 e K=4)

Nés uniformemente espacados (vector de nds uniforme): cada funcao
de base € uma copia transladada de um no (funcdes de base
periddicas).

Numero total de noés: 10
Uma curva B-Spline é calculada por:



Uma curva B-Spline é calculada por:

O(u) = 2 B.(u)p, emque M?=u<??

« Cada funcao de mistura B; € suportada no mtervalo

U -~ U

¢ Temos m+1 funcdes de mistura;
e Logo:
m + 1 + k knots (uy,->u_.,)

Numero de nos: n° de pts de cntrl + ordem da curva



Spline controlada por 4 pontos

Q.i (u) = SB;'—; (u)p.i—j

B,_, = é(—3u3 +3u” +3u +1)
B, =é(3u3 —6u’ +4)

B._, =%(1—uf com O=su=<]



B-Splines Nao-Uniformes

m O Intervalo entre valores da variavel
paramétrica nao € necessariamente
uniforme. ..

m Logo as funcoes de blending nao sao as

mesmas para cada segmento.... Maior
flexibilidade

Funcdes de mistura



NURBS

* Non-Uniform Rational B-Spline

« O peso dos pontos de controle € a
diferenca




NURBS

- Non-uniform rational B-splines
- B-spline nao-uniforme racional

- Rational significa que os segmentos de
curva sao expressos por razoes entre

polinbmios cubicos ]




Curvas Rational B-Spline

* Prové uma unica forma matematica

precisa capaz de representar as formas
analiticas comuns

« Linhas, planos, curvas cénicas incluindo
circulos, curvas de forma livre, superficies
guadricas e esculpidas

Sa0 Invariantes a rotagao, translacao, scaling
transformagoes perspectivas



Curvas racionais

A curva Rational cubica ¢ dada pelas seguintes razoes:
X(u) ~ Y(u) _ Z(u)

7 () , y(u) 7 () ,z(u) W)
Onde X(u), Y(u), Z(u) ¢ W(u) sdo curvas cubicas
polinomiais cujos pts. de ctrl sdo definidos em
coordenadas homog¢neas.

Curva no espaco homogéneo:

Qu) = [X(u) Y(u) Z(u) W(u)]

x(u) =



Trabalho 12:

Implente em qualquer linguagem a geracao de
segmentos de curvas que sejam controladas
por 4 pontos dados (uma spline 2D) . Isso €
implemente a equacao:

-1y 3 -6t +4
QBS(I) =%Pi3 t

3 2
3t + 3t +3t+1P,'-1+t_P,-
\ 6

O<=t<=1

Dt

3




Usuario fornece os pontos X[1],Y[1] e:

1= 0;

while (i+3 < TotMarks) { //TotMarks = numero total de pontos na curva
RangeX = fabs (X[i+2] - X[i+1]):
RangeY = fabs (Y[i+2] - Y[i+1]);
if (RangeX > RangeY) Step = 1.0/RangeX;

else Step = 1.0/RangeY;

for(t = 0; t <= 1; t += Step) {
%X = (({=1*paw(l;3) «+3*paw (iL;2] =3*L +1)*X[i] +
( 3*pow (t,3) -6*pow(t,2) +0*t +4)*X[i+1] +
(-3*pow (t,3) +3*pow(t,2) +3*t +1)*X[1i+2] +
{ 12pow{l,8) F0Epowli2) £0*E T} EXT173T) {6}
v = {{{=1*pawit,3) 3% powit,2) =3*t +1)}*¥Ji] +
{ 3*pow({t,3) =B *paWwli,2) %0*L PA)*¥[iFl] &
(-3*pow (t,3) +3*pow(t,2) +3*t +1)*Y[i+2] +
{ 1*pow({t,3) t0*pow(t,2) 40*t +H0)*¥[i+31)/6});
if(t == 0) MoveTo (hdc, x, V)
else LineTo (hdc, X, Vy):
}
1++;



QOutras Splines

Splines de Catmull-Rom (ou Overhauser)
iInterpolam pontos de controle, de modo similar
as splines naturais

As [3—splines controlam a forma da curva
globalmente atraves das variaveis B3, (bias) e 3,

(tensao)
Bias controla influéncia dos vetores tangentes

enquanto que tensao puxa curva para proximo
das linhas que conectam os pontos de controle



B-Splines

Uma generalizacao
da curva de Bezier
Pontos de controle
adicionais g no
permitem mudancas
locais as curvas

K : grau da B-Spline
k=2:linear

k = 3 : toca o ponto mediano do segmento
intermediario




Interpolacgao
por Splines Cubicas

Veja secao 11.5

De

Algebra Linear

com Aplicagoes

A. Anton e C. Rorres,
Bookman, 2001



Superficies



Formas de geragao:

Superficie por caminho

« Superficie criada atravessando uma
curva ao longo de um caminho no
espaco



Revolucgao

« Superficie criada
pela rotacao de
uma curva sobre
um plano em
torno de uma
linha reta (o eixo .
de rotacao) que
esta sobre o
mesmo plano.




I Superficies Regradas

Superficies regradas sao reunioes de retas.




Por equacgoes tri-dimensionais :

Superficies Parameétricas

x = f(u,v)
y =g(u,v)
z =h(u,v)




Super ficies por equacdes tri-dimensionais :

representacoes ndo paramétricas ‘

(a) (b)

- (a) Whitney umbrella with-handle #* — zy* = 0; (b) Whitney umbrella
without-handle {z* — 29" = 0} — {2 < 0}.




f1[0,27] — B2, £(0) = (x(6), y(6))

€X€mp1()S {.r S where 6 € [0, 27|

y = cosf! ~

o®

(b)

|[ ) A unit circle; (b) a torus; (c) a blended cube.

v cosu (R 4+ reosv) RIS 1412 ;
flu,v) = | ylu,v) | = | sinu (R + rcosv) 1 — 2 where ¢ € [0, 1]
z(u, v) rsin Y Y= T

Representacdes paramétricas




Por equagoes tri-dimensionais :

(a) (b) (c)

q (a) Cone 2° +¢° — 2° = 0; (h) h}rperlmlmrl of one sheet 2° +¢* — 2° = a’;
(c) hyferboloid of two sheets x* 4 y* — 2* = —a”.

Representacdes ndo paramétricas, implicita



Por equacgoes tri-dimensionais

dricas

Qua




Geradas por 1interpolacao

 Interpolacao linear entre quatro pontos
gue nao estao no mesmo plano

P (ii 1)




Definir pontos na superficie em termos de dois parametros (u, v)
Caso mais simples: interpolagao bilinear

x(u,0)=(1- “)Pﬂ,u + ”R,u
x(u,)=(A-u)F,, +ufy,
x(u,v)=(1-v)x(u,0) + vx(u,l)

K(t,v) = 2 S P, F,,©)




Lofting

« Contruida juntando 2 curvas por linhas
retas entre pontos

{1-vletju) + v cFu)



Duas curvas de Bézier podem ser utilizadas para
formar uma superficie de Bézier.

x(u,v)= 2 ZPB ()B" (v)



Superficie Linear de Coons

 Interpolacao entre quatro curvas de
fronteira

« Similar a superficie regrada em duas
direcoes




Patches

« Curvas cubicas parametricas como quatro
curvas de fronteira

Remendos cubicos



Superficie de Hermite




1CT

de Bezi

icie

/

§

Super

"

« Curvas Bezier como quatro curvas de
fronteira




Retalhos de Bézier

« (Curvas na fronteira sdo curvas de Beézier

» Qualquer curva para s ou t constante € uma curva
Bézier
« Podemos pensar assim:

— Cada linha da grade com 4 pontos de controle define uma curva
de Bézier para o parametro s

— Ao avaliar cada curva para um mesmo s obtemos 4 pontos de
controle “virtuais”

— Pontos de controle “virtuais” definem uma curva Bézier em
— Avaliando esta curva em um dado t resulta no ponto x(s,t)

OIEai-wl



Superficie de Bezier

As equacdes para a superficie de Bezier podem ser obtidas da mesma forma
que as de Hermite, resultando:

x(st) =S MG, M. T

y(s,0)=S.M,G, M..T"

z(s,)=SM,G,_.M, T

A matriz geométrica tem 16 pontos de controlo.



Superticie de Bézier €
dada por

x(s,ti=sM-G'-M"-T",
vis, r:ZI=S-M-GT- m'T!,
zis, r}=5‘-M-GT-_n-MT-TT,

0<s,r=1

e € definida por 16
pontos de controle
(matriz G)



Superficie de Bezier

Continuidade C? e G?%¢é obtida
fazendo coincidir os quatro pontos
de controlo de fronteira: P,,, P,,,

P34= P44

Para obter G’ devem ser P,
colineares:

P13, P14€ Pys Common/
P23, P24e F’25 edge
P33, Pas€ Pss
P43, Pasa€ Pys




Malhas de Retalhos Bézier

» Sao malhas compostas de diversos
retalhos unidos ao longo de suas
fronteiras

— As arestas das grades de controle precisam
se justapor perfeitamente

— As grades precisam ser retangulares

OK
OK Nio Nio



A sequir dois exemplos de superficies geradas com
m=3,n=3em =4 n=4pontos de controle.
ﬂ\\‘\""“--..




Superticie B-Splines

« Curvas B-Spline como quatro curvas de

fronteira
Z

Y




T-spline surface

e Superfcie que pode ser considerada como
uma NURBS na qual uma seguencia de
pontos de controle determina a superficies,
que lembra a letra "T".

e Ess tipo de superficies facilita a fusao de
pedacos .



Malha de poligono (mesh)

Colecao de vertices e poligonos que definem a forma de
um objeto poliedrico

Malhas de triangulos ou quadrilateros

— triangulacao

Bom para caixas, armarios, construir exteriores

Ruim para superficies curvas
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