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Conceito de Complemento

@ Ja vimos o conceito de complemento — em aritmética n3o decimal

@ O complemento @ de um niimero a em uma base b é um nimero tal
que:
ata=oaa...op)

» Onde a é o maior algarismo na base b.
» E o nlimero de algarismos da soma é igual ao niimero de algarismos de a.
@ Em uma base b qualquer, todo algarismo o tem um algarismo
complementar a.
a=b—-—1—«

@ De maneira menos formal, o complemento de um nimero pode ser
calculado substituindo cada um de seus algarismos pelo respectivo
complemento.
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Conceito de Complemento

@ Uma das utilidades do conceito de complemento é a simplificacdo do
processo de subtrac3o:

Calculamos o complemento (ums subtracdo fécil)
Somamos com o complemento

Incrementamos de 1 (outra soma)

No final, ignoramos o algarismo mais significativo

vy vy vYyy
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Conceito de Complemento

e Exemplo: calcular 65(19) — 37(10)

» Complemento a 9 (i.e., na base 10) de 37,0y é 62(10)
99(10) — 37(10) = 62(10)

» Somando minuendo e complemento do subtraendo:
65(10) + 62(10) = 127(10)

» Incrementando de um e ignorando o algarismo mais significativo,
chegamos a resposta:
28(10)
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Representacao de Nimeros Inteiros Negativos

@ Vimos duas formas de representar nimeros inteiros negativos:

» Sinal e Magnitude.
> Representagdo em Excesso de k.

@ Desvantagem:
» dificuldade de realizar algumas opera¢ées
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Representacao de Nimeros Inteiros Negativos

@ ldealmente, precisamos de uma representacdo que permita tratarmos
uniformemente nimeros positivos e negativos.
» nimeros em um representacdo uniforme n3o receberdo tratamento

especial para serem operados
> principalmente para somas.

* Qutras operacdes s3o mais complicadas

@ Por exemplo, para somar em Sinal e Magnitude, precisamos olhar para
0 primeiro bit:
» Se for 0, efetuamos a soma.
» Se for 1, temos que efetuar uma subtragdo
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Complemento e os Nimeros Negativos

@ Voltando ao conceito de complemento, note que ele possui uma relagdo
com ndmeros negativos:

@ Isto é, para calcular a; — a» em uma base b qualquer podemos usar o
método do complemento

» Calculamos o complemento a b — 1 de a, e transformamos a operacao
em uma soma

* Embora ainda haja os detalhes do incremento e de ignorar o algarismo
mais significativo do resultado
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Complemento e os Nimeros Negativos

@ Para calcular a — a, por exemplo, somamos a com seu préprio
complemento

e Calcular 63(19) — 63(10) usando o método de complemento a 9:

» Complemento a 9 de 63(10) € 36(10)
» Fazendo a soma, obtemos 6310) + 36(10) = 99(10)
» Incrementando e ignorando o algarismo mais significativo, obtemos 00,

@ De certa forma, podemos dizer que o complemento de um niimero é
similar ao seu negativo.
» Ao menos, exerce um papel parecido.
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Representacao por Complemento a Um: Ideia Basica

@ Aproveitando esta proximidade dos niimeros negativos com o
complemento da magnitude, vejamos o seguinte um esquema de
representacao

@ Na representacdo por complemento a 1, nimeros negativos sdo
representados pelo complemento a 1 da sua magnitude

» Ndmeros positivos s3o representados normalmente em base 2.

o Exemplos

> 5(10) € representado com 5 bits como 00101
» —5(10) € representado com 5 bits como 11010

> 37(10) € representado com 8 bits como 00100101
» —37(10) € representado com 8 bits como 11011010
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Representacao por Complemento a Um: Detalhes

@ Note que calcular o complemento a 1 de um niimero binario é muito
simples.
» Basta “inverter” os bits.

* 0 vira 1.
* 1 vira 0.

o Exemplos:

» Se a tem representagdo 01101100, —a tem representacdo 10010011.
» Se a tem representacdo 1010, —a tem representacdo 0101.
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Representacdao por Complemento a Um: Unicidade

@ Uma propriedade importante de um esquema de representacdo é a
unicidade.
» j.e., uma dada sequéncia de bits deve representar um tnico valor
» Exemplo: em Sinal e Magnitude, a sequéncia 01101 representa apenas o
ndmero 13(1g).

@ No entanto, vejamos representacdo por Complemento a Um
» Vamos analisar alguns exemplos, considerando 5 bits:

— +19(109) tem representacdo 10011

— —19(;0) tem representacdo 01100

— +12(109) tem representacdo 01100 { Mesmo Valor

» Conclus3o: encontramos uma sequéncia de bits (01100) que representa
dois valores simultaneamente.
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Representacdo por Complemento a Um: Unicidade (I1)

@ Esse problema pode ser evitado:
» Determinac3o dos limites para o uso da representacdo

@ O problema ocorreu porque tentamos representar um nimero positivo
que necessita do bit mais significativo igual a 1.
» seu complemento (negativo) tenha o primeiro bit igual a 0
» Mas esta representacgdo ja é utilizada por outro niimero positivo

@ Entdo, seja a regra adicional:
» O bit mais significativo determina o sinal do nimero:
* 0, para positivos
* 1 para negativos

» Mesma légica da representacdo por sinal e magnitude
» problema da falta de unicidade resolvido
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Representacdao por Complemento a Um: Limites

@ Qual é o maior niimero que pode ser representado em Complemento a
Um com n bits?
» Dada a regra adicional apresentada no dltimo slide: 011...1.
> ie., um zero (positivo) seguido de n — 1 uns.
» Na base 10, equivale a: 20n=2) 4 2(n=3) 4 ... 4 20 —(n=1) _ 7
» Para n = 8, por exemplo, maior valor é 127.
@ E qual é o menor niimero?

» Ndmero mais negativo: valor negativo com a maior magnitude.

» Como nimeros negativos tem seus bits invertidos, a maior magnitude
contém o maior ndimero de bits zero.

» ie., 100...0, que tem magnitude 011...1 =201 1

» Logo, menor niimero representavel é —(2("=1) — 1),
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Representacao por Complemento a Um: Realizando Contas

@ A grande motivacdo para a exploracdo de outros esquemas de
representacdo é a necessidade de simplificar operacdes aritméticas

@ Até que ponto o Complemento a Um é bem sucedido?
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Complemento a Um: Realizando Contas

@ Considere o exemplo da soma:
» Soma de dois n(imeros positivos — trivial

* Suas representacdes s3o simplesmente as conversGes para base 2
* Exemplo com 5 bits: 01010 + 00101 = 01111.

» Soma de um nidmero positivo com outro negativo — mais complicada

* Se tentarmos a soma direta como para os positivos, teremos problemas:
* Exemplo com 5 bits: 01010 4 11010 = 100100.
* O resultado esperado seria 00101.

» Somas entre dois nlimeros negativos— também problematica
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Complemento a Um: Realizando Contas

@ Algoritmo simples de soma que funciona sempre:

@ Seja n o nlimero de bits usados para a representacio
@ Some os niimeros normalmente, como se fossem positivos
© Se a soma resultar no n+ 1-ésimo bit igual a 1

* ignore-o e incremente o resultado em uma unidade

@ Exemplos com 5 bits (nimeros representados em Complemento a Um):

01010 00101 01010 10101

+ 00101 + 10101 + 11010 + 11010
01111 11010 00100 mo1111

4 ] |

00101 10000
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Complemento a Um: Realizando Contas

Se a soma é facil, a subtracdo também é

Basta lembrar que
dly —dady = ai + (—az)

Trocar o sinal de um niimero é trivial:
» Basta inverter todos os bits

Algoritmo para subtrag3o:

© Inverta os bits do subtraendo.
@ Aplique o algoritmo de soma entre o resultado e o minuendo
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Complemento a Um: Realizando Contas

@ Exemplos com 5 bits (nimeros representados em Complemento a Um):

01010 01010

— 00101 — 11010

01010 01010

+ 11010 + 00101

00100 01111
4+ >1
00101
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Complemento a Um: Realizando Contas

o Multiplicagc3o e divisdo continuam mais “complicadas”:
» N3o podemos operar diretamente nas representacoes de Complemento a
Um.
» Se algum dos operandos for negativo, voltamos para a representagdo sem
Complemento a Um e ignoramos o sinal.
» Em seguida, realizamos a operagdo (como se ambos fossem).
» Finalmente, verificamos se os sinais dos operandos eram diferentes.

* Basta olhar para o primeiro bit de cada um.

» Em caso afirmativo, invertemos os bits do resultado.
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Complemento a Um vs. Outras Representacdes

@ Em comparacdo com Sinal e Magnitude e Representacdo em Excesso
de k, Complemento a Um traz vantagens
» A inversdo de sinal de um ndmero é quase t3o simples quanto em Sinal e
Magnitude
» E mais simples que na representagdo por excesso
» Além disso, a soma é mais simples que em ambas as outras
representacdes
» Combinando estes dois fatores, concluimos que a subtracdo também é
mais facil
@ Embora apresente estas vantagens, o Complemento a Um também tem
seus problemas
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Complemento a Um: Problemas

@ O principal problema do Complemento a Um é o mesmo da
representacdo por Sinal e Magnitude.

» Existem duas representacdes para o 0.

@ Podemos verificar isso com um exemplo:
» Em uma representacdo com 5 bits, qual valor é representado pela
sequéncia 111117
* O valor deve ser negativo, ja que o primeiro bit é 1.
* Para saber sua magnitude, invetemos todos os bits, obtendo 00000.
@ Embora o exemplo tenha sido dado com 5 bits, o mesmo ocorre com
qualquer niimero de bits
» A sequéncia 11...1 é as vezes chamada de zero negativo.
» Ocorre, por exemplo, quando somamos dois niimeros de mesmo médulo,
mas sinais opostos.
* e.g., com 5 bits, 01010 + 10101 = 11111.
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Complemento a Um: Uso

@ A existéncia de duas representacdes para o 0 é inconveniente

@ Além disso, reduz o intervalo de niimeros que podem ser representados
com um dado nimero de bits

@ Por conta disso, o Complemento a Um n3o é muito utilizado hoje

@ Mas é a base para um esquema de representacdo melhor
» Complemento a Dois
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Representacdo por Complemento a Dois: Ideia Bésica

@ No Complemento a Um, o negativo de um nimero é obtido
invertendo-se todos os bits.

» Complemento de 0 é 1, complemento de 1 é 0.
@ Esta é a causa do zero negativo.
» Ao somar um nldmero com seu negativo (operacio que resulta
necessariamente em 0), obtemos um valor no qual todos os bits sdo 1.
o ldealmente, a soma de um niimero com seu negativo deveria resultar
em todos os bits 0.
@ Serd que existe uma maneira de adaptar o Complemento a Um para
obter este efeito?
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Representacdo por Complemento a Dois: Ideia Basica (I1)

@ Considere dois nimeros quaisquer a e b, tal que b= —a e a# 0.

@ Suponha que neste esquema ideal de representacdo, com n bits, eles
sejam escritos como:

> a=0p_100p_2...0Q0.

» b= ﬂnflﬁnf2 cee BO-

» Onde a; e 3; s3o algarismos binarios (0 ou 1), para 0 </ < n.

@ Queremos que, quando somadas, estas representacdes resultem em
todos os bits 0.

@ Algo como:

Qp_1 Qp_2 ... «Qp
+ Bn—l /Bn—2 B /80
0 0 ... 0
@ Note, no entanto, que isso sé é possivel se todos os «; e [3; forem

também 0.
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Representacdo por Complemento a Dois: Ideia Basica (I11)

@ N3o podemos ter todos os «; e f; iguais a zero.
» Teriamos uma quebra da unicidade da representacio.

@ Precisamos de outra alternativa.
@ Proposta:

> Relaxamos a restricdo de a + b resultar em todos os bits 0.
» Ao contrario, vamos exigir isso apenas para os n primeiros bits.
* Em outras palavras, vamos permitir que a soma resulte em um bit
adicional a esquerda igual a 1.
* Como sé podemos usar n bits, o (n+ 1)-ésimo seréd descartado de
qualquer forma.

e Algo como:

p_1 p_2 A ap
+ ﬁn—l /Bn—2 B /80
1 0 0 ... 0
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Representacdo por Complemento a Dois: Ideia Basica (V)

Esta abordagem parece mais promissora.

Dada a representacdo de a, podemos descobrir a representacdo de b
calculando 100...0 — ay).

Por exemplo:

» Suponha que n =5 bits e a tenha a representacdo 01101.

» Para descobrir b, calculamos 1000002y — 01101(5) = 100115
@ O valor b calculado desta forma é chamado de Complemento a Dois de
a.

» Esta ideia é o cerne do esquema de representacdo por Complemento a
Dois.
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Representacdo por Complemento a Dois: Formalizacao

@ A representacdo por Complemento a Dois de um dado nimero inteiro a
com n bits é definida da seguinte forma:

» Se a é positivo, sua representacdo é idéntica a representacdo de a em
base 2.

* Completa-se com zeros a esquerda para garantir que a representagdo
utilize todos os n bits.

» Se a é negativo, sua representacdo é o Complemento a Dois de |a|.
* j.e., o resultado de 100...0p) — |a|.
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Representacdo por Complemento a Dois: Formalizacao

@ Note que, assim como fizemos no Complemento a Um, teremos uma
restricio em relacdo ao bit mais a esquerda.

» Em ndmeros positivos, ele é necessariamente 0
» Em nimeros negativos, ele é necessariamente 1
@ Isso garante a propriedade da unicidade de uma representagdo

» Embora limite os valores que podem ser representados
» Por exemplo, 20010y ndo podera ser representado com 8 bits

* 20010y = 11001000.
* Bit mais a esquerda é 1, reservado para valores negativos
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Representacdo por Complemento a Dois: Exemplos

© Representar 47(;09) com 7 bits:
> 47(10) = 101111(2)
» Completando com zeros a esquerda obtemos a representacio final:
0101111
@ Representar —4719) com 7 bits:
» Partindo do resultado anterior (| — 47| = 47), basta calcular o
complemento:
* 10000000 — 101111, = 1010001

» Para simples conféncia, seja o calculo do complemento na base 10:

* 21 — 47(10) = 81(10) = 1010001 ).
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Atalho para o Calculo do Complemento a 2

o Calcular o complemento a 2 envolve realizar uma subtracio.

» Pode ser feita em qualquer base
» Mas para nGimeros grandes, pode ser trabalhosa

e Um método bem mais facil (possivel, devido a base binaria):

> Inverter bits
» Incrementar em uma unidade

e Exemplos (com 5 bits):

» Complemento a dois de 01011 é 10100 4+ 1 = 10101.
Complemento a dois de 11001 é 00110 + 1 = 00111.
Complemento a dois de 10010 é 01101 + 1 = 01110.
Complemento a dois de 10101 é 01010 + 1 = 01011.

vvyy
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Complemento a Dois: Limites

@ Qual é o maior niimero que se pode representar em Complemento a
Dois com n bits?
» Numeros positivos sempre comecam com 0.
» Apds o zero inicial, o maior nimero possivel terad todos os outros bits
iguais a 1.
* 011...1.
» Em decimal, equivale ao valor 2("=2) 4 2(n=3) ... 4 20 — p(n=1) _ 1,
e E qual o menor niimero?
» Ndmeros negativos sempre comegam por 1.

» O valor absoluto é dado por 2" subtraido da representac3o.
» Para maximizar o valor absoluto, devemos minimizar os algarismos da

representacao:
* 100...0.
» Em decimal, equivale a —(2" — 2(n=1)) = —2(n=1),
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Complemento a Dois: Realizando Contas

@ As operacdes de soma e subtracido em Complemento a Dois funcionam
de forma similar aquelas em Complemento a Um.
» S3o até mais simples
@ No caso da soma, dados dois niimeros representados em Complemento
a Dois, fazemos a soma normal em base 2
» Se o resultado ocupar mais de n bits, pegamos apenas os n bits menos
significativos

@ Exemplos com 5 bits (nimeros representados em Complemento a Dois):

01010 00101 01010 10111
+ 00101 + 10101 + 11010 + 11010
01111 11010 X00100 X10001
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Representacdo por Complemento a Dois: Realizando
Contas (II)

@ Assim como no Complemento a Um, subtra¢des podem ser
transformadas em somas.

» Altera-se o sinal do subtraendo e soma-se com o minuendo.

@ A alteracdo de sinal é feita calculando o complemento a dois do
ndmero.

» Invertem-se os bits, e soma-se um

@ Exemplos com 5 bits:

01010 01010
— 00101 - 11011
T 01010 Complemento  Tgjg7g  Complemento
Fonon< TP+ o< TP
X00101 01111
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Complemento a Dois: Realizando Contas (I11)

@ Multiplicacdes e divisGes seguem o mesmo processo do Complemento a
Um.
» N3o podem ser realizados diretamente na representacdo em

Complemento a Dois.
» Operandos negativos tém seus sinais trocados.

* Invertem-se os bits, e soma-se um.

» Operacio é realizada.
» Se os sinais (bits mais significativos) dos operandos originais eram
diferentes, resultado é negativo (bit mais significativo é 1).

@ Note que ha algoritmos para multiplicagcdo direta de valores em
Complemento a Dois.

» Como o Algoritmo de Booth.
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Complemento a Dois: Unica Representacao para Zero

@ Neste caso, existe uma Unica representacdo para o Zero
» Diferentemente do Complemento a Um

@ Vamos analisar o caso de soma que apresenta o “zero negativo” em
Complemento a Um, com 5 bits:

» Eram somas entre a e —a.
> Exemplo: 910y + (—9(10))-
* Representagdo em Complemento a Um: 01001 + 10110 = 11111.
* Representagdo em Complemento a Dois 01001 4 10111 = 100000 e 0 1
mais significativo é ignorado
@ Neste caso, em Complemento a Dois, ndo ha este problema.
@ O zero sempre sera representado apenas por 0...0.
» Podendo ter o 1 na posigdo n+ 1 (que serd ignorado)
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Complemento a Dois: Resumo

@ Representacdo de nGimeros positivos:

> Idéntica ao nimero escrito em base 2.
» Zeros a esquerda sdo adicionados para que nimero fique com n bits.
» Bit mais significativo tem que ser igual a 0

@ Representacdo de niimeros negativos:

» Escreve-se a representacdo em Complemento a Dois do valor absoluto.
» Troca-se o sinal

* Invertem-se os bits, e soma-se um
» Bit mais significativo tem que ser igual a 1
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Representacdo por Complemento a Dois: Resumo (II)

@ Somas:
» Realizadas diretamente
» Da mesma forma como se somam niimeros inteiros positivos escritos na
base 2
» Unico detalhe: resultado fica restrito aos n bits menos
significativos

@ Subtracdo:
» Transformada em soma
» |Inverte-se o sinal do subtraendo
* Invertem-se os bits, e soma-se um

@ Determinar valor de nimero em Complemento a Dois:

» Se o niimero é positivo (bit mais significativo é 0), basta converté-lo para
decimal
» Se o nlmero é negativo (bit mais significativo é 1), valor absoluto é
determinado invertendo o sinal.
* Invertem-se os bits, e soma-se um

Cristina Boeres (IC/UFF) Complemento a Um e Complemento a Dois FAC 37/ 40



Complemento a Dois: Propriedades e Dicas

@ Dado um nimero representado em Complemento a Dois com n bits,
podemos estendé-lo para mais bits:
» Se o niimero positivo, basta adicionar zeros a esquerda.
» Se o nGmero é negativo, basta adicionar uns.
» De forma geral, repete-se o bit mais significativo tantas vezes quanto
necessario.
@ Exemplos:
» 01101 com cinco bits tem o mesmo valor de 00001101 com 8 bits.
» 10001 com cinco bits tem o mesmo valor de 11110001 com 8 bits.
o Cuidado ao comparar valores escritos em Complemento a Dois:
» Valores positivos sdo simples
» Mas valores negativos podem enganar
» Exemplo: 10001 é mais negativo que 11111
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Representacdo por Complemento a Dois vs. Outras
Representacoes

@ Com excecdo de algumas aplicacdes bastante especializadas, o
Complemento a Dois é geralmente a melhor escolha.

» Um unico valor para o 0.

» Operacdes realizadas de maneira uniforme sobre nimeros positivos ou
negativos.

» Algoritmo trivial para a soma.

> Invers3o do sinal também bastante simples.
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Representacdao por Complemento a Dois: Uso

@ O Complemento a Dois é o esquema de representacdo mais popular nos
computadores modernos.

» Para nimeros inteiros.

@ Por permitir um tratamento uniforme de nimeros com e sem sinal,
hardware sé precisa implementar um tipo de somador.

» Simplifica e reduz custos.
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