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Parte II — Programacao inteira

Origens
Motivacao: PL vs. Pl
Solucao gréfica

Formulacao de problemas

Métodos de cortes (principios basicos)

Métodos de branch-and-bound

Aplicacao

= Teoria da complexidade

= | aboratorio de programacao inteira
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Origens

Primeira tentativa de resolver o problema do caixeiro
viajante (Dantzig, 1954): 49 cidades (Simplex + cortes)

Gomory, anos 60: métodos de cortes

Land, Doig e Roy, anos 60: métodos de “branch-and-
bound”

Dificuldades numeéricas e computacionais: “desilusao”

Teoria da complexidade, anos 70-80: problemas NP-
completos, necessidade e progressos em heuristicas

Ressurgimento, anos 80-90: métodos poliedrais
Maior TSP resolvido atualmente: 15.112 cidades
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Motivacao

= Problemas de programacao linear:
Funcao objetivo linear

Restricoes lineares
igualdades

desigualdades

Variaveis continuas (reais)

= Problemas de programacao (linear) inteira:

Variaveis assumem apenas valores inteiros
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Motivacao

= Problema das ligas metalicas: Uma metallrgica deseja
maximizar sua receita bruta. A tabela a sequir ilustra a
proporcao de cada material na mistura para a obtencao das
ligas passiveis de fabricacao, assim como a disponibilidade
de cada matéria prima (em toneladas) e os precos de
venda por tonelada de cada liga. Qual deve ser a
quantidade produzida de cada liga?
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Motivacao

Liga 1 Liga 2 Disponibilidade
Cobre 0,5 0,2 16 ton.
Zinco 0,25 0,3 11 ton.
Chumbo 0,25 0,5 15 ton.
Preco 3.000 5.000
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Motivacao

= \/ariaveis de decis3o:

X,: quantidade produzida da liga 1 (em toneladas)

X, quantidade produzida da liga 2 (em toneladas)

= As variaveis de decisao representam quantidades
continuas.
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Motivacao

= Funcao objetivo:
maximizar 3.000 x, + 5.000 x,

= Disponibilidade das matérias primas:
05x,+02x,<16 cobre
025x,+03x,<11 zinco
0,25%x, +0,5x%x,<15 chumbo

= Todas as quantidades produzidas sao nao-negativas:

X1, X5, 20
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Motivacao

= Problema de producao de fésforos: Uma empresa produz
dois tipos de fosforos. Esta empresa tem um lucro de 3
(x100 u.m.) em cada caixa de fésforos longos e de 2
(x100 u.m.) em cada caixa de fosforos curtos. Fosforos
dos dois tipos sao feitos por uma Unica maquina, que pode
produzir 9 (x100.000) caixas de fésforos por ano. Para
produzir e vender os fosforos, a empresa precisa de
madeira e de caixas. S30 necessarios 3 m3 de madeira para
cada caixa de fosforos longos e 1 m3 de madeira para cada
caixa de fosforos curtos.
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Motivacao

A empresa possui 18 (x100.000) m3 de madeira para usar
durante o proximo ano. Dispoe ainda de 7 (x100.000)
caixas para fosforos longos e 6 (x100.000) caixas para
fosforos curtos. A empresa deseja maximizar seus lucros
com a venda de fosforos no proximo ano, sabendo que
toda sua producao pode ser vendida.

Variaveis de decisao:
X,: numero de caixas (x100.000) de fosforos longos

X,: numero de caixas (x100.000) de fosforos curtos
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Motivacao

Restricoes:
Capacidade maxima anual de producao da maquina:
X, +%, <9 (x100.000)
Quantidade de madeira disponivel:
3x, +x,<18 (x100.000)
Nimero maximo de caixas disponiveis:
X, <7 (x100.000)
X, <6 (x100.000)

Nao-negatividade: x, 20 ex, >0
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Motivacao

= Problema de programacao linear:

maximizar 3x, + 2x,
sujeito a:
x+x,<9

3x, +x, <18

x, <7

x, <6

X, %, 20

restricao (1)
restricao (2)
restricao (3)

restricao (4)

= As variaveis deste problema s3o realmente continuas?

= Aproximacao realista
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Motivacao

= Problema de escalonamento de horarios: Um hospital
deseja planejar os horarios das enfermeiras de seu turno
da noite. A demanda por enfermeiras no turno da noite no
dia j=1,...,7 da semana é um numero inteiro d.. Cada
enfermeira trabalha cinco dias consecutivos e descansa
nos dois dias sequintes. O objetivo consiste em minimizar
0 humero de enfermeiras contratadas.

= \/ariaveis de decisao:
x;: humero de enfermeiras que comegam seu horario no
dia j=1,....7
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= Modelo:

Abril-agosto 2004

Motivacao

sujeitoa: Problema de programacao

X, + X, + X X A X, > d, linear inteira: seu valor étimo
é superior ao do problema
linear associado, pois contém
restricoes adicionais (todas

X +X, +x,+x,+x,2d,

X FX, +x,+x,+x, 2d,

X, +X, +x,+x,+x, 2d, as variaveis devem assumir
X+ X, + Xy + X, + X, > d, valores inteiros).
X, + X+ X, +x, +x, >d, O numero de enfermeiras

unca pode ser fracionario!
Xy + X, + x5 +x, 4+, 2d, hunhca pode ser fracionar

XisXysXg5X,5Xss X, X7 20

X5 Xy, X5, X,,Xs, X, X, INtEIFOS
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Motivacao

= Problema da mochila: Um viajante dispoe de n itens que
deve selecionar para colocar em uma mochila que esta
sendo preparada para uma viagem. O peso do item j € igual
3 €eo0 “lucro” obtido caso ele seja selecionado e colocado
na mochila é igual a c, para j=1,...,n. Quais itens devem ser
selecionados, sabendo-se que 0 peso maximo que o
viajante pode carregar na mochila é igual a b?

= \/ariaveis de decis3o:

x;: quantidade selecionada do item |
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Motivacao

= Caso (1): os itens podem ser fracionados e nao ha limite
na quantidade selecionada maximizar chxj
j=I1
sujeitoa:Zajxj <b
j=1
x, 20, j=l..,n
= Problema de programacao linear
= Solucao trivial: selecionar o item j* cuja razao c/a é

maxima e fazer x,=b/a;., x, = 0 para os demais.
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Motivacao

Caso (2): os itens nao podem ser fracionadons e nao ha

limite na quantidade selecionada maximizar Zc X

J=1

sujeitoa:Zajxj <b

j=1

x; 2 0 einteiro,

Problema de programacao inteira

Solucao nao trivial!

j=1...,n

Neste caso, as variaveis inteiras indicam o nimero de
objetos de cada tipo que serao selecionados.
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Motivacao

= (Caso (3): os itens podem ser fracionados e no maximo
uma unidade de cada item pode ser selecionada
maximizar chxj
j=I
sujeito a: Zajxj <b
j=1

a " > / > . — eeoe
= Problema de programacao linear I2x,20, j=1l..n

" Solug3o trivial: ordenar os itens pela razao c/a; e fazer x=1
enquanto couber, fracionar o objeto sequinte e fazer X; = 0]
para 0s demais.
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Exemplo:

Motivacao

maximizar 6x, +8x, +4x; + x,
sujeitoa: x, +2x, +2x, +x, <4
12x, 20, j=1234

Maior razdo: c,/a,= 6/1= 6 = x,=1

Segunda maior razao: c,/a, = 8/2 =4 = x,=1

Terceira maior razdo: c;/a; =4/2 =2 = x;=0,5

X,=0

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacdo

ONS 20



Motivacao

= (Caso (4): os itens nao podem ser fracionados e ho maximo
uma unidade de cada item pode ser selecionada

n
maximizar chxj
j=1
n
sujeito a: Zajxj <b
j=1

= Problema de programacao inteira X, € 01, j=1,.,n
= Solucao nao trivial!

= Neste caso, as variaveis inteiras (binarias ou O-1)
representam a decisao de selecionar um objeto ou nao.
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Exemplo:

Motivacao

maximizar 12x, +7x, + 6x,
sujeitoa: 3x, +2x, +2x, <4
X; € {0,1}, j=1,2,3

Maior razdo: c,/a,= 12/3 =4 = x,=1

X, =%3 =0

Esta solucao é 6tima?

N3o, o problema de programacao inteira & mais dificil!!!

(lucro = 12)

= Solucéo 6tima: x, =0, x, =1, x3=1 (lucro=13)
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Motivacao

= Uma empresa de laticinios produz queijos e leite. Parte do
transporte da producao é feito pela propria empresa,
enquanto o restante é terceirizado. O atual parque de
veiculos da empresa esta obsoleto e sera modernizado.
Dois tipos de novos veiculos sao considerados para a
substituicao dos atuais. Apenas queijos podem ser
transportados através de veiculos do tipo A, em um total
de no maximo 100 (x100 kg) por més. Queijos e leite
podem ser transportados por veiculos do tipo B, em um
total mensal de no maximo 50 (x100 kg) de queijo e 20 (x
100 1) de leite.
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Motivacao

A compra de um veiculo do tipo A proporciona uma
economia mensal de 1000 (x1 $) em relacao a contratacao
externa da distribuicao. Para um veiculo do tipo B, a
economia mensal é de 700 (x1 $). A empresa deseja
maximizar suas economias mensais. A demanda diaria
minima a ser transportada é de 2425 (x100 kg) de queijo e
de 510 (x100 |) de leite. De modo a evitar investimentos
em capacidade ociosa, foi determinado que a capacidade
da frota nao deve exceder a demanda diaria minima.
Determinar o niumero de veiculos de cada tipo que devem
ser adquiridos.
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Motivacao

= \/ariaveis de decisao:
X,: numero de veiculos do tipo A adquiridos
X,: numero de veiculos do tipo B adquiridos

= Como o nimero de veiculos nao pode ser fracionario:
x; 2 0 e inteiro

X, = 0 e inteiro
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Motivacao

= Restricoes sobre o nimero maximo de veiculos
adquiridos:

100 x, + 50 x, < 2425
20 x, <510
= Funcao objetivo: maximizacao das economias
maximizar 1000 x, + 700 x,
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Ivacao

Mot

20x, <510

maximizar 1000x, +700x,
100x, +50x, <2425
x;, X%, = 0 einteiros

sujeito a:
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Solucao gréafica

. A
Caso 1: —4
e —
—
\\
\\\ \\
— X* \\
\\ \\
\\
—
\
>

Solucao étima continua é inteira = também é 6tima inteira
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Solucao gréafica

Solucao 6tima continua n3o é inteira, mas esta proxima.
O otimo inteiro pode ser obtido por arredondamento.
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Solucao gréafica

O arredondamento nem sempre faz sentido, a solucao

obtida por arredondamento pode nem ser viavel.
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Solucao gréafica

Solucao 6tima continua esta muito afastada da solucdo otima inteira.
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Solucao gréafica
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O valor do 6timo continuo é muito diferente do valor do 6timo inteiro.
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Solucao gréafica

Caso 6: QA\\\J\
\\

~——
\\

\§

g

O problema linear admite solucao viavel, mas o inteiro nao.
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Formulacao de problemas

= () Problema de corte linear (revisitado): Uma fabrica

necessita cortar uma fita de aco de 12 cm de largura em
tiras de 2,4 cm, 3,4 cm e 4,5 cm de largura. As
necessidades globais de tiras de cada comprimento sao as

seguintes:
Tipo Largura (cm)| Demanda (m)
] 2,4 2500
2 3.4 4500
3 4,5 8000

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacio
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Formulacao de problemas

Formule um modelo que permita otimizar o consumo da

fita a ser cortada, minimizando a perda de material.

Padrao | Tiras 1 | Tiras 2 | Tiras 3 | Perda (cm)

] 5 0 0 0

2 3 ] 0 1.4
3 3 0 ] 0,3
4 2 2 0 0,4
5 ] 0 2 0,6
6 0 3 0 1.8
7 0 2 ] 0,7

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacdo

ONS 35



Formulacao de problemas

Observe entretanto que, nesta nova versao do problema, a
fita nao tem comprimento infinito, estando disponivel em
bobinas de comprimento igual a 400 metros. Cada bobina
deve ser cortada segundo um Unico padrao de corte.
Deseja-se minimizar o nimero de bobinas cortadas.
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Comprimento cortad

padrao:

Abril-agosto 2004

Formulacao de problemas

o de tiras de cada tipo segundo cada

Padrao Tiras 1 Tiras 2 Tiras 3
] 2000 0 0
2 1200 400 0
3 1200 O 400
4 3800 300 0
5 400 0 3800
6 O 1200 0
7/ O 300 400

Modelos e métodos de otimizacdo
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Formulacao de problemas

= \/ariaveis de decisao:
x.: numero de bobinas cortadas pelo padrao i=1,...,7
= Restricoes de demanda por tipo de fita:
2000 x, + 1200 x, + 1200 x; + 800 x, + 400 x; = 2500

tipo 1
400 x, + 800 x, + 1200 x, + 800 x, = 4500 tipo 2
400 x; + 800 x. + 400 x, = 8000 tipo 3

" Funcao objetivo: minimizar x, + X, + X3 + X, + X + X, + %
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Formulacao de problemas

= () Problema de localizacao de facilidades: Sao dadas n
potenciais localizacoes para a instalacao de facilidades e m
clientes que devem ser atendidos por estas facilidades. O
custo fixo de instalar uma facilidade no local j é igual a Ci.
Existe ainda um custo d; para atender um cliente i a partir
da facilidade j. Cada cliente deve ser alocado a uma Unica
facilidade. Determinar os locais onde devem ser instaladas
as facilidades, de modo a minimizar o custo total.

= Situacao comum, onde duas decisdes sao dependentes:
um cliente s pode ser alocado a uma facilidade se ela
tiver sido instalada.
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Formulacao de problemas

= Variaveis de decisao:
{1, se e instalada uma facilidade no local |

0, caso contrario

{1, se o clientei é atendido pela facilidade j

0, caso contrario

= Restricoes:
Todo cliente tem que ser atendido por uma Unica facilidade.

Um cliente s6 pode ser atendido por uma facilidade instalada.
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Formulacao de problemas

n
minimizar Z]_ C.y, +Z, 2 . d

sujeito a:
tox, =1, Vi=1,...m
j=1 I
X; <V, Vi=1..mVj=1..,n

X, € {0,1}, Vi=1..mVj=1,..,n

Modelos e métodos de otimizacdo
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Formulacao de problemas

= (III) Problema de localizacao capacitado (aplicacao tipica
em localizacao de servicos urbanos): Sao dadas n
potenciais localizacdes para a instalacao de facilidades e m
clientes que devem ser atendidos por estas facilidades. O
custo fixo de instalar uma facilidade no local j é igual a C;.
Existe ainda um custo d; para atender um cliente i a partir
da facilidade j. Cada cliente i tem uma demanda f, e deve
ser alocado a uma Unica facilidade, conhecendo-se ainda a
capacidade e, de atendimento de cada facilidade .
Determinar os locais onde devem ser instaladas as
facilidades, de modo a minimizar o custo total.
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Formulacao de problemas

= Variaveis de decisao:
{1, se e instalada uma facilidade no local |

0, caso contrario

{1, se o clientei é atendido pela facilidade j

0, caso contrario

= Restricoes:
Todo cliente tem que ser atendido por uma Unica facilidade.
Um cliente s6 pode ser atendido por uma facilidade instalada.

Deve ser respeitada a capacidade maxima de cada facilidade.
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Formulacao de problemas

n
minimizar 7y + 3
j=1 ] i=l1 j=1 U

sujeito a:
n . -
% =1, Vi=1,...m

X; <Y, Vi=1..mVj=1..,n

Zl —1/1 l] <ejyj9vj:1,...,n

XY E{O,l}, Vi=1...mVj=1,.,n

Modelos e métodos de otimizacdo
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Formulacao de problemas

= ([\/) Transformacao de variaveis; Como modelar uma
situacao onde uma variavel x s6 pode assumir valores
dentro de um conjunto de valores {a,, a,, ..., a_}?

= Definir as variaveis binarias y; € {0,1}, =1, ...,m.

= Fazer uma substituicao de variaveis e criar novas restricoes:
m
A= Zj:l a;V,
m
Zj:l V= I

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizaciao ONS 45



Formulacao de problemas

= (\/) Transformacao de variaveis: Como modelar com
variaveis binarias O-1 uma situacao onde uma variavel x
pode assumir qualquer valor inteiro?

= SuplOe-se que a variavel seja limitada, por exemplo x < A
com A = 2%1.

= Definir as variaveis binarias y; € {0,1}, j=1,... k.

= Fazer uma substituicao de variaveis: )
_ J-1
X = Zj:l 2 Y;
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Formulacao de problemas

= Sempre é possivel transformar um problema de
programacao inteira com variaveis inteiras limitadas
superiormente em um problema apenas com variaveis
binarias O-1.
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Formulacao de problemas

= (\/I) Problema das p-medianas (aplicacoes tipicas em
estatistica, em problemas de classificacao e agrupamento
de dados): Seja uma amostragem formada por n objetos.
Para dada par de objetos i e j, seja d; uma medida de sua
dissimilaridade. Agrupar os objetos em p classes
representativas, de modo que a soma das dissimilaridades

de cada objeto ao representante de sua classe seja
minimizada.
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Formulacao de problemas
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Formulacao de problemas
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Formulacao de problemas

p=4
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Formulacao de problemas

= \/ariaveis de decisao:
{1, se 0 objeto j é escolhido como representante
Yi=

0, caso contrario

1, seoobjetoié associado a classe representada pelo objeto |
0, caso contrario

= Restricoes:
Todo objeto esta associado a um Unico representante.
Um objeto sé pode estar associado a um objeto selecionado.
Ha p objetos escolhidos como representantes.

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 52



Abril-agosto 2004

Formulacao de problemas

n

minimizar E B
1=
sujeito a:

' ox, =1 Vi=lL..m

j=17

j=1 dij xij

X, SV, Vi=1..mVj=1,.,n

2V =D

X3, €01}, Vi=l.,mVj=1,.,n

Modelos e métodos de otimizacdo
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Formulacao de problemas

= (VII) Problema da clique de peso maximo (aplicacoes em
data mining, tarifacio telefonica); Dado um grafo G =
[V,A] onde VV ={1,...,n} & 0 conjunto de vérticese A e o
conjunto de arestas, diz-se que o subconjunto de nés X
V é uma clique se para qualquer nosi € X, j € X, entao a
aresta (i,j) € A. Atribui-se acadandi € V. um peso w..
Descrever um modelo para determinar 0s nos de uma
clique de peso maximo.

= \/ariaveis de decisio:

x. = 1 se e somente se 0 no i é selecionado
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Formulacao de problemas

= Seja um par de nos (i,j) que nao esta conectado por uma
aresta.

= Ent3o, apenas um destes nds podera ser selecionado para
pertencer a uma clique; x+tx<1 V() ¢A

n

maximizar ) =~ W,.x,
1=

sujeitoa:x, +x, <1, V(i j)g 4
x, €{0,1}, VielV
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Formulacao de problemas

= (\[II) Problema do conjunto independente de peso maximo
(aplicacoes em data mining, construcao de portfolios):
Dado um grafo G =[V,A] onde V ={1,...,n} € o conjunto de
vértices e A é o conjunto de arestas, diz-se que o
subconjunto de nos X — V é um conjunto independente se
para qualquer nos i € X, j € X, entdo a aresta (i,j) ¢ A.
Atribui-se a cada no i € V um peso w.. Descrever um
modelo para determinar os nos de um conjunto
independente de peso maximo.

= Variaveis de decisao:
x. = 1 se e somente se 0 no i é selecionado
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Formulacao de problemas

= Seja um par de nés (i,j) conectado por uma aresta.

= Ent30, apenas um destes nds podera ser selecionado para
pertencer a um conjunto estavel: x;+x <1 V(ij) e A

n

maximizar ) =~ W,.x,
1=

sujeitoa:x; +x, <1, V(i,j)ed
x, €10,1}, VielV
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Formulacao de problemas

= (IX) Problemas de recobrimento, particionamento e
empacotamento de conjuntos: Sejam M ={1, ..., m}e N =
{1, ..., n}. Seja ainda M,, M,, ..., M, uma colecdo de
subconjuntos de M. Associa-se a cada subconjunto Mj um
custo ¢, j=1,...,n. Seja F < N. Entao:

F éumacoberturade M selJ , . M, =M.
F' éumempacotamentode M se M , (1M, ={},Vj,keF,j#k.

F éuma particao de M se for uma cobertura e um empacotamento de M .
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Formulacao de problemas

= Peso do subconjunto F — N é definido como ZjeF ;

= Problema de:
recobrimento: encontrar uma cobertura de peso minimo
empacotamento: encontrar um empacotamento de peso
maximo
particionamento: encontrar uma particao de peso minimo (ou
maximo) )

1, seie M,

0, caso contrario

= Formulacao: definir os coeficientes a, =

.
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Formulacao de problemas

= Problema de recobrimento:
minimizar ijl C;X,
sujeito a: ijl a;x; 2 1,

x; €10,1},
= Problema de empacotamento:

L L n
Mmaximizar - C.X.

. . n
SUJeltoa:Z, A X; <],
]:

x; €10,1},
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Formulacao de problemas

= Problema de particionamento:

rmmmum'g, C.X.

sdehoa:}if_awx.zl,

1 v J
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Formulacao de problemas

= (X) Localizacao de servicos por recobrimento: Uma
empresa de atendimento médico deseja determinar os
locais onde deve instalar veiculos para atendimento
médico em uma cidade. Esta cidade esta dividida em 20
distritos. Veiculos podem ser instalados em 10 locais
previamente selecionados, de modo que possam
responder rapidamente a chamadas provenientes de
qualquer distrito. Um veiculo pode atender a chamadas de
qualquer distrito adjacente a sua localizacao. Deseja-se
minimizar o nimero de veiculos a serem adquiridos para
Instalacao nesses locais.
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Formulacao de problemas

2 : 10

(1—1
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Formulacao de problemas

= \/ariaveis de decisio:

x; =1 se e somente se um veiculo & instalado no local |
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Formulacao de problemas

minimizar 1j()=1xj

sujeito a:

x, 21 X, +x, 21 X +x9 21

X +x, 21 xg 21 X +x, 21

X, +x; 21 X, +x, 21 X+ X, +x,21
Xy 2 X, +x, 21 Xg + Xy 21

Xy 2 X, +xs+x, 21 Xy + X, 21

Xy 2 X, +x,+x, 21 X 21

X, +x, 21 Xg + Xy 21 X5 X1 € 10,1}
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Formulacao de problemas

= Problema de recobrimento: todas as restricoes do tipo > 1
e todos os coeficientes das restricoes iguais a O ou 1

= Como construir uma solucao viavel?
Heuristica:

Determinar a variavel que cobre o maior nimero de linhas
descobertas.

Fixa-la em um.

Eliminar as linhas cobertas do modelo.

Repetir os passos acima até que todas as linhas estejam cobertas.
Xy = X3 = X4 = Xg = Xg = X195 =1

" Solucao Otima: x, = X3 = X, = Xg = Xg = X;g = |
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Formulacao de problemas

= Supbe-se agora que:
Ha recursos para instalar veiculos em no maximo quatro locais.

Para cada distrito j=1,...,20 existe uma medida da demanda ou
da importancia d; de atendé-lo.

Deseja-se minimizar a importancia dos distritos nao atendidos.
= \/ariaveis de decisao:
X, = ] se e somente se um veiculo é instalado no local j

y. = 1 se e somente se o distrito i ndo esta coberto
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Formulacao de problemas

- X, +x,+y,. =1
sujeito a: 6 T Y9 T s

Xs+x,+y,. =1
5T A6 T Vie
X, +y, 21 X, +x,+y, 21

X +X,+x,+ V., =1
5 7 10 17
X +x,+y, 21 Xg + Vo 21

Xg+ X+ . 21
8 9 18
X, +x;+y, 21 X, X+, 21

Xg+ X0+ Vo 21

X, +y, 21 X, +xs+y, 21
4 Xig+ Voo 21
X, +ys 21 X, +xs+x,+y, =21 .
: <
X, +ye 21 X, +x+x,+y, 21 jzl‘xj—4
X, +x,+y, 21 xg+x,+y, 21 Xiseees Xigs Viseees Voo € 10,1}
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Formulacao de problemas

= (XI) Problema de alocacao de tripulacées: Uma empresa
aérea deseja alocar tripulacées a um conjunto de voos,
representados como no diagrama a sequir. Cada rotacao é
uma seqlieéncia de voos cobertos pela mesma tripulacao
durante um certo periodo de tempo estipulado por leis
trabalhistas e acordos sindicais, originando-se e
terminando na cidade onde esta tripulacao esta baseada. A
lista de rotacoes possiveis, estabelecida por outro modelo
baseado em métodos enumerativos, também é fornecida
como dado de entrada. O calculo do custo de cada
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Formulacao de problemas

rotacao também é complexo, envolvendo o salario das
tripulacoes, horas-extras, despesas de hotel e transporte,
etc. Deseja-se atribuir tripulacoes aos voos, de modo a
minimizar os custos com as tripulacoes.

Area extremamente fértil em aplicacoes de programacao
Inteira: alocacao de tripulacoes, alocacao de aeronaves,
alocacao de portoes de embarque, etc.

\ariaveis de decis3o:

X, = 1 se e somente se a rotacao j é escolhida
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Formulacao de problemas

MIA
(101 f /‘
CHI
(402)/ (204\ (407) / / (212)
CHR (308) [(310)
203) (305)
S (406) @11)
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Formulacao de problemas

j vOO0s custo j vOO0s custo
] 101-203-406-308 | 2900 | 9 305-407-109-212 | 2600
2 101-203-407 2700 | 10 308-109-212 2050
3 | 101-204-305-407 | 2600 | 11 402-204-305 2400
4 101-204-308 3000 | 12 | 402-204-310-211 3600
5 203-406-310 2600 | 13 | 406-308-109-211 2550
6 203-407-109 3150 | 14 406-310-211 2650
7 | 204-305-407-109 | 2550 | 15 407-109-211 2350
8 204-308-109 2500
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Formulacao de problemas

minimizar 2900x, +2700x, +2600x, +3000x, +2600x, +
+3150x, +2550x, +2500x, +2600x, +2050x,, +2400x,, +
+3600x,, +2550x,, +2650x,,, +2350x,,

sujeitoa: X+ X, + X+, =1

X +x,+x,+x, =1 X+ X, +Xg+X,,+x,; =1

Xe+X; +Xg+Xg+ X0 +X5+Xs=1 x,+x,+x,=1

X +X, +x5+x,=1 X+ X, =1
Xy + X, + X+ X+, +x, =1 X, X+ X, +x, =1
x12+x13+x14+x15:1 x2+x3—|—x6—l—x7—|—x9-|—x15=1

Xy + Xy =1 Xi5--es X5 € 10,1}
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Formulacao de problemas

= Problema de particionamento: todas as restricoes do tipo
= ] e todos os coeficientes das restricoes iguais a O ou 1

= Como construir uma solucao viavel?

Heuristica:
Fixar uma variavel em um.

Fixar em zero todas as demais variaveis que aparecem nas mesmas
linhas que a anterior.

Repetir 0s passos acima até que todas as variaveis estejam fixadas.

Pode nao dar certo: por exemplo, fixar x, = 1e em seduida x, =1 =
Xg = X0 = 0 = a sexta igualdade nao pode ser satisfeita.

" Solucao Otima: x; =Xy =X, =1
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Formulacao de problemas

= (XII) Problema do caixeiro viajante: Considere um conjunto
de n cidades N = {1, 2, ..., n}. Seja ¢; a distancia entre a
cidade i e a cidade j. Um vendedor encontra-se
inicialmente em uma cidade qualquer. Ele deve visitar
todas as cidades uma e exatamente uma Unica vez, efetuar
uma operacao comercial em cada uma delas e retornar a
cidade inicial, percorrendo a menor distancia possivel.
Formular como um problema de programacao inteira.

= Variaveis de decisao:
{1, se acidade j é visitadaimediatamente apds a cidade i

X.. =
10, caso contrario
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Formulacao de problemas

= Funcao objetivo:

. . . n n
minimizar Zizl ijl cl.jxl.j

= (Cada cidade deve ser precedida por outra:

Z:l:lxij :19 Vj=1,...,n

= (Cada cidade deve ser sucedida por outra:

Zn x. =1, Vi=l1,..,n

j=170
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Formulacao de problemas

= As restricoes anteriores garantem que um Unico ciclo sera
formado e que todas as cidades serao visitadas?

Nao!
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Formulacao de problemas

= (Cada cidade tem que ser atingida:

Para que as cidades do
lado direito sejam
atingidas, é necessario que
pelo menos uma variavel
correspondente a um
deslocamento da esquerda
para a direita seja igual a um.

S N-S
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Formulacao de problemas

. . n n
mMinimizar Zizl ijl cl.jxl.j

sujeito a:
’;xl.j =1, Vi=1...,n
"subtours” sy Zies ZjeN_S x, 21, VS N,S#{},§#N
x,; € 10,1}, Vi=l,..,n;j=1,...,n

Problema: niumero elevado (exponencial) de restricoes!
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Formulacao de problemas

= As restricoes de eliminacao de “subtours” nao precisam
ser todas incluidas no modelo de uma Unica vez, mas sim
apenas a medida em que forem necessarias para eliminar
uma solucao que viole uma delas.
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Formulacao de problemas

= Aplicacao: Uma maquina deve realizar n tarefas com
tempos de execucao conhecidos. Seja c; 0 tempo de
preparacao (pouso de avioes, pinturas em oficinas) da
tarefa j caso ela seja executada imediatamente apos a
tarefa i. Determinar a ordem em que as tarefas devem ser
executadas de modo a minimizar o tempo total de
execucao (constante) e de preparacao (dependente da
ordem) corresponde a resolver um problema do caixeiro
viajante).
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Formulacao de problemas

= (XIII) Problema de escalonamento (seqlienciamento) com
tempos de preparacao (“setup”): Uma maquina pode
executar m operacoes, numeradas de 1 a m. Cada
operacao j exige uma Unica ferramenta j. A maquina pode
guardar B ferramentas em sua caixa de ferramentas, com
B < m. Montar ou desmontar a ferramenta j na caixa de
ferramentas exige s; unidades de tempo de preparacao. A
cada instante, apenas uma ferramenta pode ser montada
ou desmontada. No inicio do dia, n tarefas aguardam
processamenro nesta maquina. Cada tarefa i exige
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Formulacao de problemas

multiplas operacdes. Seja J. o conjunto de operacdes
exigidas pela tarefa i e assuma, como hipétese
simplificadora, que para cada tarefa i o nimero de
operacées |J.| nao é maior do que a capacidade B da
caixa de ferramentas da maquina. Antes da maquina
comecar o processamento da tarefa i, todas as ferramentas
pertencentes ao conjunto J, precisam ser montadas na
maquina. Se uma ferramenta j € J. ja esta carregada na
maquina, evita-se seu tempo de preparacao. Se a
ferramenta j € J. ainda nao esta carregada, entao é
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Formulacao de problemas

necessario carreda-la, possivelmente (caso a caixa de
ferramentas esteja cheia neste instante) depois de
desinstalar alguma ferramenta que a tarefa i nao exija. Uma
vez que todas as ferramentas estejam preparadas, entao as
|J.| operacdes da tarefa i sao processadas. Observe que,
em razao de diversas tarefas exigirem ferramentas em
comum e devido a capacidade maxima da caixa de
ferramentas, os tempos de preparacao antes de cada tarefa
dependem da ordem em que estas s3o executadas. Deseja-
se formular um modelo de programacao inteira
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Formulacao de problemas

para determinar a ordem oOtima de execucao das tarefas,
minimizando o tempo total de preparacao para completar
todas as n tarefas. Assume-se ainda que no inicio do dia a
caixa de ferramentas esta completamente vazia.

= \/ariaveis de decis3o:

1,
xir =
\O,
fl,
yjr =9
0,

Abril-agosto 2004

se atarefai € ar - ésima a ser processada
caso contrario

se a ferramenta j estana caixa de ferramentas
quando a r - ésima tarefa é processada

caso contrario
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Formulacao de problemas

= A caixa de ferramentas esta vazia no inicio do dia:
Vie=0, Vj=L..,n
= Todas as tarefas devem ser processadas:

> x, =1, Vi=l..n

= A cada instante uma Unica tarefa pode ser processada:

Zl X Vr=1,....n
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Formulacao de problemas

= Para que a tarefa | seja processada, todas as ferramentas
no conjunto J, devem estar instaladas na caixa:

X, SV, VI =L..,.mVi=1..,mVjeJ

= (Capacidade maxima da caixa de ferramentas:

Zj‘i:lyjr SB) Vr :1,...,7l
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Formulacao de problemas

= [ncorre-se em custos de preparacao sempre que uma
ferramenta é carregada ou descarregada:

[] [] [] m n
minimizar ijl Zrzl S .‘yj,, —yj,,,_l‘

= Definir uma nova variavel inteira z, e substitui-la na funcédo

objetivo:
minimizar Z]_ Zr 8.z
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Formulacao de problemas

= Para isto, é necessario adicionar novas restricoes:
ZiZ2Yi0 = Vi Vi=1,...m;Vr=1,...,n
2,2V~ YV Vji=Lo,mVr=1..n
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Formulacao de problemas

minimizar Zj; Z:l:l S;.Z,,

sujeitoa:x, <y ., VjeJ; Vr =1,...m;Vi=1,...,n
2,2V = Y Vji=lo,mVr=1,.n
2,2V — Ve Vi=lo,mVr=1,.n

ZH X, Vi=1,...,n
le X, Vr=1,..n

ijl y,<B, Vr=l..,n XipsVipsZj € {0,1}
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Formulacao de problemas

= (XIV) Escalonamento de uma maquina com datas de
liberacao e prazos de execucao: Sao conhecidas n tarefas
que devem ser executadas em uma Unica maquina. Nao se
admite preempcao, isto é, uma vez que uma tarefa
comecou a ser executada ela deve ser concluida sem
interrupcao nesta maquina. Apenas uma tarefa pode ser
executada de cada vez. Para cada tarefa j=1,...,n, sao
conhecidas sua duracao p, O instante (data) r, em que a
tarefa estara disponivel para ser executada e o instante
(data) d. em que devera estar pronta. Todas as datas sao
relativas ao momento presente (t = 0), algumas delas
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Formulacao de problemas

podendo ser negativas. Formular um modelo para
determinar a ordem em que as tarefas devem ser
executadas.

Variaveis de decisao: como o escalonamento se da ao
longo do tempo, é natural usar como variaveis de decisao
em problemas de escalonamento o instante de inicio ou de
término de uma tarefa.

x;: Instante de inicio da execucao da tarefa j, em relacao a
t =0 que é o instante inicial (agora).
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Formulacao de problemas

= Uma tarefa so pode ser executada depois que tiver sido
liberada para processamento:

x; = max{0,r}

= Sejam duas tarefas i e | quaisquer. Entao, uma das duas
restricoes abaixo deve ser verificada, para que nao existam
conflitos de tempo de execucao (uma deve terminar antes
da outra comecar):

ou (inicio de i + duracao de i < inicio de j)
ou (inicio de j + duracao de j < inicio de i)
Como modelar este tipo de situacao?
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Formulacao de problemas

= \/ariaveis de decisao:
= ] se e somente se a tarefa i comeca antes da tarefa |

= Um par de restricoes disjuntivas pode ser utilizado para
representar que uma tarefa comeca apos a outra:

Xt p; < x + M.(1-y,)
g+q£&+MyU
Para cada par de tarefas (i,j), SO € necessario escrever este

par de restricoes para | > i1 (de modo a evitar repeticoes
desnecessarias).
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Formulacao de problemas

= Termino de cada tarefa:
x+p<d

= Freqlientemente estas condicoes nao sao incluidas como
restricoes, mas sim penalizadas na funcao objetivo.

= Funcao objetivo?
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Formulacao de problemas

= Diversas funcoes objetivo sao empregadas em problemas

de escalonamento:

tempo maximo de término: minimizar max_;
tempo médio de término: minimizar (1/n).2._,  {x+pj}
tempo maximo de permanéncia: minimizar max_,  {x+p-r}

tempo médio de permanéncia: minimizar (1/n).2.._, . {x+p;r}
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Formulacao de problemas

= Como se trata uma funcao objetivo do tipo abaixo?
= Transformar o problema em:
minimizar z
sujeito a:
z2X,tp,
Z2 X+ p,

z2 X tp,
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Formulacao de problemas

= (XV) Problema de coloracao de grafos (aplicacao em
problemas de seqlienciamento de tarefas): Dado um grafo
G=[V,A] onde V ={1,...,n} é o conjunto de vértices e A é
0 conjunto de arestas, colorir os n6s de G com um
nimero minimo de cores de modo que nds adjacentes
sejam coloridos com cores diferentes.
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Formulacao de problemas

= Aplicacao: Deseja-se marcar as datas dos exames das
disciplinas em uma escola no menor nimero possivel de
dias, de modo que cada aluno faca uma Unica prova no
mesmo dia. Disciplinas envolvidas em conflitos (isto é,
cursadas por pelo menos um aluno em comum) devem ter
suas provas marcadas em dias diferentes.

= \/ariaveis binarias de decisao:
Y = ] se e somente se a cor j é utilizada

x; = 1 se e somente se o nd i é colorido com a cor |
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Formulacao de problemas

= Minimizar o nimero de cores:
nimizar ¥y
minimiza o Y,
= Um no soO pode ser colorido com uma cor se ela for usada:
X; <y, Vi =1,...,m;Vj=1,..,n
= Um no tem que ser colorido com alguma cor:

n .
Xy = I, Vi=l,..,n

= Noés adjacentes devem ser coloridos com cores diferentes:
x,+x, <1, Vji=1..,mV(i,k)e 4
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Formulacao de problemas

= (XVI) Um problema de decentralizacao: Uma cadeia de
supermercados deseja decentralizar sua distribuicao de
provisoes. A administracao considera abrir dois centros de
distribuicao, um grande (CD,) e um pequeno (CD,), em
duas cidades diferentes. As cidades A, B e C sao
candidatas para a instalacao de um centro de distribuicao.
Com relacao a situacao atual, as economias passiveis de
serem alcancadas (subsidios locais, por exemplo) com a
Instalacao de um destes centros em uma destas cidades
sao dadas por:
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Formulacao de problemas

A B C
CD grande 1000 1200 1500
CD pequeno 400 700 800

Ha trafego entre os dois CDs devido a servicos em comum
(por exemplo, compartilham o mesmo servico de
manutencao). Os custos de transporte entre as tres
cidades devido a servicos em comum sao dados pela

tabela que se seque:

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizaco ONS 102



Formulacao de problemas

A B C
A 1100 1500
B 1100 1600
C 1500 1600

Decidir os melhores locais para a instalacao dos dois
centros de distribuicao, considerando as economias e 0s
custos de transporte.

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacdo
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Formulacao de problemas

= Notacao:
A=1,B=2,C=3
E;; = economias quando o CD; esta localizado na cidade |
T, = custo de transporte entre as cidades j e |

= Variaveis de decisao:

-

1, seocentroiéinstalado nacidade j

710, caso contrario
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Formulacao de problemas

= (Cada centro de distribuicao tem que ser instalado:

xo=1, Vi=12

j=170

= (Cada cidade recebe no maximo um centro de distribuicao:

2

Xy S 1, Vj=123

= Restricoes de integralidade:
x, €01}, Vi=12;Vj=123
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Formulacao de problemas

= Fconomias:

2 3
Zizl Z j=1 Ei]' Aij

= Custo de transporte:

Zz IZk 1ZJ 121 17 Jl° )C xkl
= Funcao objetivo:

nimizar " 3" Eyx,—> 3 3 ST
mlnlmlzarZi:Iijl ljxlj i=1 k=1 j=1 =1 jl'xij'xkl
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Formulacao de problemas

= Termo quadratico na funcao obijetivo:

L. 2 3 E 2 2 ZS 23 T
minimizar Zi:IZ]‘:I lelJ Zilek:I j=1 =1 J'l'xij'xkl

= | inearizacao do termo quadratico através de variaveis

binarias: o I, sex,=lex, =1
ikl

Y O,

caso contrario
= (O termo quadratico pode ser reescrito como:

X, + Xy — 2z <1
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Formulacao de problemas

L 2 :
minimizar Zi:lz lElJ Ajj _Zz IZk 12, SYAE 1Tﬂ Vijka

sujeito a:

> o x, =1, Vi=1,2
=174
2 .
" x, <1, V=123

X, + Xy =22, 20, Vi=12Vk=12Vj=123;V]=12,3
Xyt Xy~ 2, <0, Vi=12Vk=12Vj=123;V]=123
X;»Zy € 10,1}, Vi=1,2;Vk=12;Vj =12,3;VI =123
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Formulacao de problemas

= A substituicao de variaveis binarias freqlientemente
permite linearizar e tratar de forma exata modelos
quadraticos!
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Exercicio

= (XVII) Problema de planejamento da capacidade
(revisitado): Um estado deseja fazer seu planejamento de
capacidade instalada. A previsao de demanda de
capacidade é igual a d, MW para cada ano t=1,...,T. A
capacidade existente em usinas a 6leo e que estara
disponivel em cada ano t=1,...,T é igual a e,. Ha duas
alternativas possiveis para a expansao de capacidade:
usinas nucleares e usinas a carvao. Ha um custo de capital
igual a ¢, por MW de usinas a carvao que tornam-se
disponiveis no ano t. O custo de capital correspondente
para usinas nucleares é n,. A capacidade em usinas
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Exercicio

nucleares nao pode ser superior a 20% da capacidade total
instalada. Usinas a carvao tém vida Gtil de 20 anos,
enquanto usinas nucleares tém vida Gtl de 15 anos.
Deseja-se planejar a expansao de custo minimo. Procurem
criar e modelar uma versao mais realista deste problema,
usando variaveis de decisao.
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Formulacao de problemas

= Boa formulacao em PL: pequeno nimero de variaveis e de
restricoes

= Disponibilidade de bons algoritmos para PL: a escolha
de uma formulacao, embora importante, nao afeta
criticamente nossa capacidade de resolver um problema.

= Sjtuacao diferente em programacao inteira!

= Conceito importante: relaxacao linear de um problema de
programacao inteira
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Formulacao de problemas

= Modelo de programacao linear inteira mista:

c.x*+dy*=minimoc.x+d.y

sujeitoa: Ax+By=>b

x,y=20

x inteiro

= Relaxacao linear:

Abril-agosto 2004

c.;+d.; =minimo c.x +d.y
sujeitoa: Ax+By=>b
x,y=20
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Formulacao de problemas

= Problema de localizacao de facilidades (revisitado):

n
minimizar Z]_ C.y, +Z, 2 . d

sujeito a:
tox, =1, Vi=1,...m
j=1 I
> X, <V, Vi=1,..mVj=1,..n (1)

X, € {0,1}, Vi=1..mVj=1,..,n
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Formulacao de problemas

= Formulacao agregada alternativa:
v . . n m n d
minimizar E LGyt E o 2 D%y

sujeito a:
tox. =1, Vi=1,..,m
j=1 Y
) " X, <m.y,, Vj=L..n (2)

X3, €0, Vi=l.,mVj=1,.,n
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Formulacao de problemas

= Poliedros das solucoes viaveis das relaxacoes lineares das
duas formulacoes:

Com a restricao 1:

B={ep): ) % =LVisx, <y, Vi, j;0<x; <1, 0< p, <1,Vi, j

Com a restricao 2:
P, = {(x,y):ijlxij =1,Vi;zin;xij <m.y.,Vj0<x,<1,0<y, Sl,Vi,j}
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Formulacao de problemas

= Observa-se que P, < P,: o conjunto de solucoes da
relaxacao linear de P, & mais proximo do conjunto de
solucodes inteiras do que o conjunto de solucoes da
relaxacao linear de P.,.

= Sejam z* o valor da solucao 6tima do problema de
programacao inteira original e z, e z, os valores 6timos
das duas relaxagoes: z, <z, < z7*
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Formulacao de problemas

——————————————————————————————————————————————————————————————————————

minimizar
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Formulacao de problemas

Muitos métodos para a solucao de problemas de
programacao inteira dependem de bons limites inferiores
para z*, tais como z, ou z..

Quanto mais proximo este limite inferior estiver de z*,
melhor sera a formulacao.

Neste caso, a primeira formulacao é melhor mesmo tendo
um maior numero de restricoes.

Qual seria a melhor (ideal) formulacao possivel para um
problema de programacao inteira?
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Formulacao de problemas

= Seja T={x', x% ..., xX} 0 conjunto de solucdes inteiras de
um problema de programacao linear inteira.

= Supbe-se que este conjunto seja finito, ja que por hipotese
o poliedro P definido pelas restricoes lineares é limitado.

= Seja ainda EC(T) a envoltoria convexa de T, isto é, o
*menor” conjunto convexo tal que T < EC(T).

= Todos os pontos extremos de EC(T) sao inteiros.

= Ademais, EC(T) — P.

= Suponha que EC(T) possa ser conhecido explicitamente:
EC(T)={x:Dx<d|
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Formulacao de problemas

———————————————————————————————————————————————————————————————————————
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Formulacao de problemas

= Ent3o, o problema de programacao inteira
minimizar c.x
sujeitoa: x € P, x inteiro

é equivalente a
minimizar c.x

sujeitoa:x e,
que também é equivalente ao problema de programacao linear

minimizar c.x
sujeitoa:x € EC(T).
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Formulacao de problemas

= Considerando-se nossa habilidade para resolver problemas
de programacao linear, seria interessante consequir
sempre uma formulacao cujo conjunto de solucoes viaveis
de sua relaxacao linear fosse igual a envoltoria convexa
das solucoes inteiras.

= Dificil, para poucos problemas isto é possivel!

= Procurar obter uma formulacao cujo conjunto de solucoes
viaveis de sua relaxacao linear seja 0 mais proximo possivel
da envoltoria convexa das solucoes inteiras.
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Formulacao de problemas

= Conclusao:

A qualidade de uma formulacao de um problema de
programacao inteira cujo conjunto de solucoes viaveis é T pode
ser avaliada pela proximidade do conjunto de solucoes viaveis
de sua relaxacao linear com a envoltéria convexa de T.

Dadas duas formulacoes A e B para um problema de
programacao inteira, cujas relaxacoes lineares possuem P, e Py,
respectivamente, como seus conjuntos de solucoes viaveis, diz-
se que a formulacao A é pelo menos tao forte quanto a
formulacdo B se P, < Pyg.

Uma formulacao mais forte freqlientemente tem um nimero
muito maior de variaveis e de restricoes.
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Métodos de solucao

= Contrariamente a programacao linear, problemas de
programacao inteira sao dificeis de serem resolvidos.

= N30 existe um algoritmo geral eficiente para a solucao de
um problema de programacao inteira qualquer.

= De forma simplificada, define-se como eficiente um
algoritmo cujo nimero de iteracoes é polinomial em
alguma medida que descreva o tamanho do problema a ser
resolvido: ~n? (soma de matrizes), ~ n3 (produto de
matrizes), ~log n, ~(n log n) (ordenacao), ~(m+n), ~(m.n),
etc.

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizaco ONS 125



Métodos de solucao

= Métodos exatos
Meétodos de planos de cortes
Meétodos poliedrais
Branch-and-bound
Programacao dinamica (parte V)
= Métodos aproximados
Algoritmos aproximativos
Heuristicas construtivas (parte III)
Busca local (parte III)
Metaheuristicas (parte III)
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Métodos de solucao

Métodos de planos de corte

= Problema de programacao inteira (PI):

= Relaxacao linear (RL):  minimizar ¢.x

Abril-agosto 2004

sujeito a:
Ax=b
x>0

Modelos e métodos de otimizacdo

minimizar c.x
sujeito a:
Ax=>b

x > 0 einteiro
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Métodos de solucao

Idéia basica: resolver o problema de programacao inteira
através da solucdo de uma seqtiéncia de problemas de
programacao linear:
Resolva a relaxacao linear de Pl e seja x* sua solucao otima.
Se x* é inteiro, entdao x* é a solucao 6tima do problema PI.

Caso contrario, identificar uma desigualdade satisfeita por
todas as solucoes inteiras do problema PI, mas nao por x*.

Adicionar esta desigualdade a relaxacao linear de PI e retornar
ao passo (1) acima.
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Métodos de solucao

= Exemplo de um corte simples:

Seja x* a solucao otima da relaxacao linear, na qual pelo menos
uma variavel é fracionaria.

Seja N o conjunto dos indices das variaveis nao-basicas.

Como esta solucao é fracionaria, ela nao pode ser solucao de
PI.

Enta0, qualquer solucao viavel de Pl devera satisfazer a restricao
adicional
Z, x.>1
jeN J
(que é satisfeita por todas as solucoes inteiras de PI, mas nao
por x¥).
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao

X
¥

/]
/l
[

x* é a solucao 6tima do problema de programacao inteira.
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Métodos de solucao

Aproximacao da envoltdria convexa na vizinhanca do 6timo.
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Métodos de solucao

= Qutros exemplos de cortes (derivacao baseada nos
resultados do algoritmo Simplex):
Cortes fracionarios de Gomory
Cortes inteiros de Gomory
Cortes disjuntivos
Cortes de Benders

= Dificuldade: cortes genéricos eliminam uma fracao muito
pequena do poliedro que representa a regiao viavel da
relaxacao linear e, por esta razao, seu desempenho é muito
limitado (convergéncia muito lenta e problemas
numMeéricos).
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Métodos de solucao

Métodos poliedrais

= Cortes baseados na estrutura algébrica de cada problema
especifico.

= Cortes mais profundos, que coincidem com as faces da
envoltdria convexa do conjunto de solucoes viaveis
Inteiras.

= Dificuldade: a caracterizacao dos cortes depende da
estrutura de cada problema a ser resolvido e estes nem
sempre podem ser obtidos, envolvendo um longo e
complexo estudo algébrico.
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Métodos de solucao

Branch-and-bound

= Fstratégia do tipo "divisao-e-conquista” para explorar o
conjunto de solucoes viaveis inteiras, empregando limites
Inferiores (caso de minimizacao) para evitar a exploracao
de partes do conjunto de solucoes viaveis inteiras.

= Problema de minimizacao:
minimizar c.x

sujeitoa: x € P, xinteiro

" P=P,UP,U...UP,
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Métodos de solucao

Branch-and-bound

= Transformar o problema original em p subproblemas:
minimizar c.x

sujeitoa: x € P,xinteiro, Vi=1,...,p
= Resolvé-los e salvar a melhor solucdo encontrada.
= Cada subproblema pode ser tao dificil quanto o problema
Inicial.
= Proceder recursivamente por decomposicao, gerando

subproblemas progressivamente menores até que possam
ser resolvidos de forma exata.
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Métodos de solucao

= Assume-se a existéncia de uma forma simples de calcular
um limite inferior para o valor 6timo de cada subproblema:

O limite inferior é usado para guiar a exploracao dos
subproblemas ainda em aberto.

Estratégia simples para calcular um limite inferior?
Resolver a relaxacao linear!
= Heuristicas ou resolucao exata de algum subproblema:

Limite superior UB para o custo da solucao otima =
= custo da melhor solucao viavel inteira ja encontrada
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Métodos de solucao

= Esséncia do método: se o limite inferior correspondente a
um subproblema S, & maior ou igual a UB, entao este
subproblema pode ser descartado.

Sua solucao 6tima inteira nunca podera ser melhor do que a
melhor solucao inteira ja conhecida, pois seu custo sera maior

ou igual a UB.

= Manter em memoria:
Lista de subproblemas ativos ou abertos, ainda nao resolvidos.

Custo UB da melhor solucao viavel inteira conhecida.
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Métodos de solucao

1. Inicializar a lista de subproblemas ativos com o original.
2. Selecionar um subproblema ativo S, e retira-lo da lista.

3. SeS, éinviavel, descarta-lo. Senao, resolver sua
relaxacao e obter um limite inferior LB, para seu valor.

4. Se LB, > UB, descartar S.
5. Caso contrario (isto e, se LB. < UB):

ou resolver S. de forma exata,

ou decompor S; em subproblemas que sao inseridos na lista.

6. Se alista nao estiver vazia, retornar ao passo (2) acima.
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Métodos de solucao

= Fstratégias em aberto no esquema anterior:

Como escolher um dos problemas em aberto no passo 27
Busca em profundidade
Busca em amplitude
Busca pelo melhor limite inferior
Como obter um limite inferior LB, no passo 37
Estratégia mais freqliente: resolver a relaxacao linear

Quanto melhor o limite inferior (isto €, quanto mais proximo do valor
exato), mais rapido o algoritmo esgota a lista de subproblemas.

Como decompor um problema em subproblemas no passo 57
Estratégia mais freqtiente: adicionar restricoes x, < |_xi*J ex = |_xi*—|
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Métodos de solucao

= Exemplo 1:

minimizar  x, —2x,

sujeitoa:—4x, +6x, <9

X, +x,<4

XX, 20

X, X, Inteiros
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Métodos de solucao

So
minimizar X, —2x, X" =1.5
sujeitoa: —4x, +6x, <9 X" =2.5
X +x,<4 LB=-3.5

x,,x, =2 0 einteiros

S, X5 < LZ.S/ \Xz > 2, 5—| S,
X, —2x,

minimizar

RL inviavel
sujeitoa:—4x, +6x, <9

X +x,<4
x, <2

X;,Xx, = 0 einteiros , = 0 einteiros
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Métodos de solucao

minimizar  x, —2x,

sujeitoa:—4x, +6x, <9

X, +x,<4

XX, 20

X, X, Inteiros
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Métodos de solucao

S
] ~
minimizar X, —2x, x,*=0.75 Yalor da relaxacio
sujeito a:—4x, +6x, <9 X, =2 linear aumenta

X +x, <4 | B = -3.25 Kulldiylr#le=1e),

X, <2

X;,Xx, = 0 einteiros

S, x<[0.75] / \x]2|_0.75—| S,

.. . RO . ¥ —
minimizar  x, —2x, PIEERy minimizar - x; —2x, X, =
sujeitoa: —4x, +6x, <9 sujeitoa: —4x, +6x, <9 X" =2
X +x,<4 x, +x,<4 LB=-3
x. <2 X, <2 inteiros
, < <
x, <0 x, 21
X;,Xx, = 0 einteiros X;, X, = 0 einteiros
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Métodos de solucao

Lista de subproblemas
ativos vazia!

X < Lo 75J / \x] >[0.75] s,

Abril-agosto 2004

yx, 2 0 einteiros

S
m]inimizar x, —2x, x;*=0.75
sujeitoa:—4x, +6x, <9 X' =2
vex,<4 LB=-325
X, <2

x;,Xx, = 0 einteiros

mlnlmlzar —2x, X% =1

sujeito a: —4x1 +6x, <9 x,"=2
x+x,<4 LB=-3
x, 23 Inteiros
x, 21
X;, X, = 0 einteiros
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Métodos de solucao

S

minimizar  x, —2x, x;*=0.75

Lista de subproblemas sujeito a: — 4x, +6x, <9 X" =2
ativos vazia! LB =-3.25 ~,_

X +x, <4 Solucio 6tima
X, <2 inteira

x;,Xx, = 0 einteiros l
s < Lo 75J / \x] >[0.75] s,
i , mlnlmlzar —2x, X, =

sujeito a: —4x1 +6x, <9 RONEW:
X +x,<4 [B=-3
PASK I nteiros

x, =1
yx, 2 0 einteiros X;, X, = 0 einteiros
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Métodos de solucao

= A escolha do subproblema ativo com o menor limite
superior no passo 2 é justificada pela possibilidade de
encontrar melhores solucoes inteiras.

= Fscolha da variavel sobre a qual sera feita a ramificacao no
passo 5:

Variavel mais proxima de um valor inteiro
Variavel mais afastada de um valor inteiro
= N30 existem critérios sistematicamente melhores:

Ajustar os parametros de uma implementacao de um algoritmo
de branch-and-bound é uma tarefa dificil!
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Métodos de solucao

Formulacoes mais justas dao melhores limites inferiores:
A resolucao das relaxacoes lineares é mais demorada, mas...

... melhores limites inferiores permitem descartar mais
subproblemas e reduzir o nimero de nés da arvore!

Problemas de tempo e de memoria (crescimento da

arvore)

Resolver problemas de programacao inteira é uma tarefa

dificil e ingrata.

Até mesmo pequenas alteracoes nos dados de entrada
podem inviabilizar computacionalmente a resolucao de
uma determinada instancia.

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacdo
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Meétodos de solu
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510

20x, <
100x, +50x, <2425
x;, X%, = 0 einteiros

maximizar 1000x, + 700x,

sujeito a:

15

10
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

sujeitoa: 20x, <510

z = 29350

100x, +50x, <2425 =11} , x=125}

x;, X%, = 0 einteiros
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

sujeitoa: 20x, <510

z = 29350

100x, +50x, <2425 =11} , x=125}

x;, X%, = 0 einteiros xwﬁ
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

sujeitoa: 20x, <510

z = 29350

100x, +50x, <2425 =11} , x=125}

x;, X%, = 0 einteiros % S 25 X 2 26

z = 29250

x,= 113 , x;=25
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

sujeitoa: 20x, <510

z = 29350
looxl + SOX2 S 2425 X1= 11% ’ }{2= 25%
x;, X%, = 0 einteiros % S 25 X 2 26
z = 29250 .
x,= 113 , x;=25
X S 11 X, 2 12

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 154



Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

sujeitoa: 20x, <510

z = 29350

100x, +50x, <2425 =11} , x=125}

x;, X%, = 0 einteiros % S 25 X 2 26

X, = 11 X, =12
z = 28500 2 = 29150
x,=11 , x,= 25 xy=12 , xg= 243
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

sujeitoa: 20x, <510

z = 29350
100x, +50x, <2425 x= 111 , x= 25}
x;, X%, = 0 einteiros % < 25 X 2 2
z = 29250 e
X,= 113 ; x;=25
X, = 12
z = 29150

x,=12 , x,= 241
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x,

Valor da relaxacao

sujeitoa: 20x, <510 linear diminui
B = 52230 (maximizacao)

100x, +50x, <2425 ;= 11} , 1= 25

x;, X%, = 0 einteiros % S 25 X 2 26

z = 29150
x=12 , x;= 243
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Métodos de solucao

maximizar IOOOXI +700x z = 29350
sujeitoa: 20x, <510 , ——
IOOxl + 50.7(:2 <2425 z = 29250

x=11F ; %5=25

x;, X%, = 0 einteiros

X, = 11 X 2 12

= 28500 =
LB = 28500 | .
x= 11 , x,= 25 x=12 , x,= 24}
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Métodos de solucao

maximizar IOOOXI + 700.7( z = 29350
.. x,= 11§ , x,= 253
sujeitoa: 20x, <510 . .

IOOxl + 50.7(:2 <2425 z = 29250

x=11F ; %5=25

Z = -00

x;, X%, = 0 einteiros

X, 2 11 X, 2 12

= 28500 =
LB = 28500 | .
x= 11 , x,= 25 x=12 , x,= 24}
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Métodos de solucao

maximizar IOOOXI +700x z = 29350
sujeitoa: 20x, <510 . ——
IOOxl + 50.7(:2 <2425 z = 29250

- - x=11F ; %5=25 o
x,,x, = 0 einteiros
19V2 x, S 11 X 2 12
LB = 28500 z = 28500 z = 29150
x= 11 , x,= 25 x=12 , x,= 24}
x,S 24 X, 2 25
z = 29050
Zz = -0

x=12; , x,= 24
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Métodos de solucao

maximizar IOOOXI +700x z = 29350
sujeitoa: 20x, <510 . ——
IOOxl + 50.7(:2 <2425 z = 29250

- - x=11F ; %5=25 o
x,,x, = 0 einteiros
12V2 x, S 11 X 2 12
LB = 28500 z = 28500 z = 29150
x= 11 , x,= 25 x=12 , x,= 24}
x,S 24 X, 2 25
z = 29050
Zz = -0

x=12; , x,= 24
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Métodos de solucao

maximizar IOOOXI +700x z = 29350
sujeitoa: 20x, <510 . ——
IOOxl + SOXZ <2425 z = 29250

- - =117 , %=25 o
X,.x, > 0einteiros
12“Y2 x, =11 x, = 12
LB _ 28500 z = 28500 z = 29150
=11 , x,= 25 x=12 , x,= 2415
x,S 24 X, 2 25
z = 29050
zZ=-a0

x=12; , x,= 24

X, = 12 x, Z 13
z = 28800 z = 28750
x, =12 , x,= 24 x=13 , x,= 22}
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x
sujeitoa: 20x, <510
100x, +50x, <2425

x;, X%, = 0 einteiros

x, = 11

z = 29350

x,= 111 , x,= 25;

z = 29250

x=11F ; %5=25

z = 29150
x, =12 , x,= 243

z = 29050
x=12; , x,= 24

LB = 28800 . 288”‘; 9

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacao
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Métodos de solucao

maximizar 1000x, + 700x
sujeitoa: 20x, <510

z = 29350

x,= 111 , x,= 25;

X, 525 X, 2 26
IOOxl + SOXZ < 2425 7z = 29250
] ] x=11F ; %5=25 S
x..x, > 0einteiros
127%2 x, =11 x, £ 12
z = 28500 z = 29150
=11 , x,= 25 x, =12 , x,= 243
Solucio 6tima o s
inteira z = 29050 e

x=12; , x,= 24

LB = 28800 . 288”(; 9
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Métodos de solucao

Exemplo 3: problema da mochila

maximizar Sx, +3x, +6x, +6x, +2x;
sujeitoa: Sx, +4x, +7x, +6x, +2x, <15

Xis Xy, X5, X,,X%s €10,1}

Resolucao da relaxacao linear:
c/a =c,/la,=c;/as>c;/lay;>c,/a,

Branch-and-bound em problemas O-1:
fixar as variaveis em zero (esquerda) ou um (direita)
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Métodos de solucao

z = 143

N=Xx=Xx=1,

X

1

£ :

maximizar 5x, +3x, +6x, +6x, + 2x,

sujeitoa: Sx, +4x, +7x; +6x, +2x, <15

X;5 X5 X5,X,, X5 € 40,1}

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao
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Métodos de solucao

=1 BRVEVE
Solucao otima

inteira ' _ Cx)
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Métodos de solucao

= Método de branch-and-bound também pode ser aplicado
na solucao de problemas de programacao mista, onde nem
todas as variaveis devem ser inteiras.

= Técnica de solucao mais empregada para a solucao de
problemas de programacao inteira.
= Fxtensoes:
Branch-and-price
Branch-and-cut

Relax-and-cut, ...
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Teoria da complexidade

= Por que os problemas de programacao inteira sao dificeis?

= A dificuldade dos problemas de programacao inteira é
intrinseca a eles ou é apenas devida a ainda nao
conhecermos bons algoritmos?

= Sera possivel que existam bons algoritmos genéricos para
problemas de programacao inteira?

= Quais sa0 os problemas dificeis de serem resolvidos?

= Teoria da complexidade responde a algumas destas
questoes.
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Teoria da complexidade

= Problemas de otimizacao: “dentre todas as estruturas
satisfazendo determinada propriedade, obter aquela que
otimiza certa funcao de custo.”
Resultado: uma solucao viavel 6tima

= Problemas de decisao: “existe uma determinada estrutura
satisfazendo determinada propriedade?”
Resultado: “sim" ou “nao”

= Resolver um problema de decisio: responder SIM ou NAQ
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Teoria da complexidade

= Exemplo: problema do caixeiro viajante
Entrada: n cidades e distancias ot

Problema de decisao: "dado um inteiro K, existe um ciclo
hamiltoniano de comprimento menor ou igual a K?”

Problema de otimizacao: “obter um ciclo hamiltoniano de
comprimento minimo."
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Teoria da complexidade

= Exemplo: problema da mochila
Entrada: n itens, peso maximo b, lucros C; € pesos a
associados a cada item j=1,...,n

Problema de decisao; “dado um inteiro K, existe um
subconjunto S — {1,...n} tal que 2 _sa, <be 2, 5 ¢ =K

Problema de otimizacao: “obter um conjunto S*
maximizando 2. _g ¢; entre todos os conjuntos S

{1,...,n} tais que Zjes <b."
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Teoria da complexidade

= Exemplo: problema de programacao linear
Entrada: vetor c de coeficientes da funcao objetivo,
coeficientes da matriz de restricoes A, vetor b de
coeficientes do segundo membro das restricoes.

Problema de decisao; “dado um inteiro K, existe uma
solucao x > O tal que Ax=b e c.x < K?"

Problema de otimizacao: "obter uma solucao x* > O que
minimize o produto c.x e tal que A.x*=Db."
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Teoria da complexidade

= Suponha-se conhecido um algoritmo para resolver o
problema de otimizacao.

= Ent3o, torna-se trivial resolver o problema de decisao a ele
associado.

= Conseqliéncia; resolver o problema de decisdo nunca é
mais dificil do que resolver o problema de otimizacao.

= (O estudo da teoria da complexidade é baseado nos
problemas de decisao.
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Teoria da complexidade

= De forma simplificada, define-se a complexidade de um
algoritmo como uma medida de seu tempo de execucao
(nimero de operacoes elementares, nimero de instrucoes,
nimero de linhas de codigo executadas, etc.) em funcao
do tamanho de sua entrada de dados (L).

= Se a complexidade de um algoritmo cresce de acordo com
a funcao f(L), diz-se que sua complexidade é O(f(L))
(isto é, diz-se que sua complexidade é da ordem de f(L)).
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Teoria da complexidade

= Exemplos: considere-se um vetor de n elementos inteiros

Determinar o menor ou maior elemento: O(n)

Busca seqliencial por um elemento especifico: O(n)

Busca binaria por um elemento (vetor ordenado): O(log n)
Ordenar o vetor por um método “simples”: O(n?)

Ordenar o vetor por um método “elaborado”: O(n log n)

= Fxemplos: considere-se duas matrizes quadradas n x n

Calcular a soma das duas matrizes: O(nh2)

Calcular o produto das duas matrizes: O(n3)
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Teoria da complexidade

= Fxemplos: considere um numero inteiro n
Determinar se n é primo: O(n)
Determinar se n é primo (aprimorado): O(sqrt(n))
Calcular o fatorial de n: O(n!)
= Um algoritmo (deterministico) para um problema de
decisao é polinomial se sua complexidade de pior caso é

dada (ou limitada superiormente) por um polindmio no
tamanho de sua entrada.

= Algoritmos polinomiais sao considerados como bons ou
eficientes.
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Teoria da complexidade

= (Classe P: problemas de decisao para os quais sao
conhecidos algoritmos polinomiais para sua resolucao.

= Resolver um problema de decisio: responder SIM ou NAQ

= Fxemplos de problemas da classe P:

ordenacao
caminhos mais curtos em um grafo, fluxo maximo em um grafo

programacao linear
O algoritmo Simplex tem um excelente desempenho na préatica, mas
nao é um algoritmo polinomial no pior caso (é possivel criar instancias
onde ele explora um nimero exponencial de pontos extremos).

Entretanto, existem algoritmos polinomiais para programacao linear

(e.d., métodos de pontos interiores).
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= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe P
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Teoria da complexidade

= (Classe NP: problemas de decisao para 0s quais sao
conhecidos algoritmos polinomiais que permitem verificar
em tempo polinomial se uma resposta fornecida por um
“oraculo” permite concluir pela resposta “sim".

= Resolver um problema de decis3o: responder SIM ou NAQ

= Para os problemas da classe NP, n3o se exige a existéncia
de um algoritmo resolvedor polinomial, mas sim apenas a
existéncia de um algoritmo verificador (de respostas “sim")

polinomial. ]
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Teoria da complexidade

= A classe NP pode ser definida alternativamente através do
conceito de algoritmos nao-deterministicos.

= Algoritmos nao-deterministicos sao aqueles que fazem uso

de uma instrucao especial de desvio “duplo”:
GO TO Label A,Label B

= Fsta instrucdo funciona como se criasse duas copias do
fluxo de execucao em um ambiente de paralelismo
llimitado, cada uma executando a partir de um ponto
diferente.
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Teoria da complexidade

= Fxemplo: algoritmo nao-deterministico para o problema da
mochila (dado um inteiro K, existe um subconjunto S dos

n objetos tal que D,

a<bel, sc=K?)

ieS

for j=1tonby 1

go to A,B
A: x, <0

gotoC
B: x <« 1
C: continue
if a.x < b and c.x > L then “sim”

Criacao de 2" copias do vetor
solucao x, todas diferentes e
cada uma delas associada a uma
forma diferente de escolher
objetos dentre os n disponiveis

Testa se alguma solucao satisfaz
as condicoes acima e leva a
resposta “sim”.
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Teoria da complexidade

= Um algoritmo nao-deterministico para um problema de
decisao é polinomial se a complexidade de pior caso do
primeiro ramo a responder “sim" é dada (ou limitada
superiormente) por um polindmio no tamanho de sua
entrada.

= (Classe NP: problemas de decisao para os quais sao
conhecidos algoritmos nao-deterministicos polinomiais
para sua resolucao.

= Resolver um problema de decis3o: responder SIM ou NAQ
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Teoria da complexidade

E simples concluir que se existe um algoritmo resolvedor

(polinomial) para um problema de decisao, entao

certamente existe um algoritmo verificador (polinomial)

para este problema.

Consequéncia: P — NP

Questao em aberto: P=NP ou P c NP ?
Sera que ha problemas para 0s quais nao existem
algoritmos resolvedores polinomiais (eficientes)?

Esta € uma das questoes em aberto mais importantes em
Teoria da Computacao.

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacdo
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= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe P
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Teoria da complexidade

= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Abril-agosto 2004

Classe NP

Classe P

Modelos e métodos de otimizacio
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Teoria da complexidade

= Transformacao polinomial: um problema de decisao A se
transforma polinomialmente em outro problema de
decisdo B se, dada uma instancia do problema A, pode-se
construir uma instancia do problema B (em tempo
polinomial no tamanho da instancia A), tal que a resposta
para a instancia de A é “sim" se e somente se a resposta

v

para a instancia transformada de B também é “sim”.
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Teoria da complexidade

= Exemplo: clique se transforma em conjunto estavel

Problema da clique maxima; dado um grafo, determinar se
existe uma clique (isto €, um subconjunto de nds onde
todos os pares estao conectados diretamente por uma
aresta) com pelo menos K nos.

Problema do conjunto estavel maximo: dado um grafo,
determinar se existe um conjunto estavel (isto €, um
subconjunto de nés onde nenhum par esta conectado
diretamente por uma aresta) com pelo menos K nés.
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Teoria da complexidade

Grafo G
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Teoria da complexidade

Grafo G

Grafo complementar de G:
(i,j) é aresta do grafo
complementar < (i,j) nao é
arestade G
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Teoria da complexidade

Grafo G

............. | Grafo complementar de G:
@ (i,j) € aresta do grafo

@ complementar < (i,j) ndo é

@ aresta de G
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Teoria da complexidade

Grafo G

Grafo complementar de G:
(i,j) é aresta do grafo
complementar < (i,j) nao é
arestade G
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Teoria da complexidade

Grafo G

Grafo complementar de G:
(i,j) é aresta do grafo
complementar < (i,j) nao é
arestade G
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Teoria da complexidade

Grafo G

Grafo complementar de G:
(i,j) é aresta do grafo
complementar < (i,j) nao é
arestade G

Conjunto estavel no grafo
complementar: {1,3,5}
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Teoria da complexidade

Grafo G

Grafo complementar de G:
(i,j) é aresta do grafo
complementar < (i,j) nao é
arestade G

Conjunto estavel no grafo
complementar: {1,3,5}

Clique no grafo G: {1,3,5}
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Teoria da complexidade

= Suponha-se conhecido um algoritmo para resolver o
problema da clique maxima.

= Como resolver o problema do conjunto estavel maximo?
= Simples!
Construir o grafo complementar.

Aplicar o algoritmo para resolver o problema da clique maxima
no grafo complementar.

A clique maxima no grafo complementar é igual ao conjunto
estavel maximo no grafo original.
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Teoria da complexidade

= H3 transformacoes deste tipo entre muitos problemas:
Coloracao de grafos <> clique maxima
Clique maxima <> caixeiro viajante
Caixeiro viajante <> problema da mochila

etc.

= Problemas NP-completos: diz-se que um problema de
decisao da classe NP é NP-completo se todos os outros
problemas desta classe se transformam polinomialmente
nele.
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Teoria da complexidade

= Conseqliéncia; se existir um algoritmo (deterministico)
polinomial para resolver algum problema NP-completo,
entao todos os problemas da classe NP também poderao
ser resolvidos em tempo polinomial.

= Por esta razao, os problemas NP-completos podem ser
considerados como os mais dificeis da classe NP.

= N3o existem ou ainda nao foram encontrados algoritmos
polinomiais (eficientes) para os problemas NP-completos.
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Teoria da complexidade

= Fxemplos de problemas NP-completos:
Caixeiro viajante
Problema da mochila
Coloracao de grafos
Particionamento
Recobrimento
p-medianas
Localizacao de facilidades

Programacao inteira
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Teoria da complexidade

= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Abril-agosto 2004

Classe NP

Classe P

Modelos e métodos de otimizacio
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Teoria da complexidade

b tl - S Lo = e R
n

Classe P

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 207



Teoria da complexidade

= (Classe PSPACE: problemas de decisao que podem ser
resolvidos de forma eficiente utilizando uma quantidade
polinomial de meméria
P < PSPACE
NP < PSPACE
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= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe P
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Teoria da complexidade

= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Abril-agosto 2004

Classe NP

Classe P

Modelos e métodos de otimizacio
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Teoria da complexidade

b tl - S Lo = e R
n

Classe P
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Teoria da complexidade

= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe PSPACE

Classe NP

Classe P

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 212



Teoria da complexidade

=  Como tratar na pratica os problemas NP-completos?

1. Meétodos exatos de complexidade super-polinomial
(branch-and-bound, cortes, enumeracao, programacao
dinamica): se for necessario e se o porte dos problemas
assim o permitir.

2. Processamento paralelo: clusters e grids permitem
aceleracoes significativas na pratica, utilizando recursos
computacionais basicos e com custo reduzido.
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Teoria da complexidade

Como tratar na pratica os problemas NP-completos?

3. Heuristicas: qualquer método aproximado projetado com
base nas propriedades estruturais ou nas caracteristicas
das solucoes dos problemas, com complexidade reduzida
em relacao a dos algoritmos exatos e fornecendo, em
geral, solucoes viaveis de boa qualidade (sem garantia de
qualidade)

Métodos construtivos

Busca local

Metaheuristicas
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Teoria da complexidade

= Avancos ho estudo e desenvolvimento de heuristicas:
Resolver problemas maiores
Resolver problemas em tempos menores

Obter melhores solucoes
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