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Parte III — Heuristicas

Origens
Motivacao

Algoritmos construtivos

Meétodos de melhoria ou de busca local

Metaheuristicas:

Algoritmos genéticos

GRASP, ...
Aplicacoes:

Programacao de tabelas de campeonatos
Engenharia de trafego e roteamento na Internet
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Origens

= Algoritmos aproximados para o problema do caixeiro
viajante: métodos construtivos, busca local 2-opt,
heuristica de Lin-Kernighan (1973)

= Técnicas de inteligéncia artificial para problemas de busca

em grafos:
Demonstracao automatica de teoremas, trajeto de robos,
problemas de otimizacao vistos como busca em grafos
Algoritmo A* (“versao” IA de B&B): Nilsson (1971)
Aplicacoes pioneiras no SE brasileiro (anos 70): modelos
TANIA (expansao da transmissao) e VENUS (planejamento da
expansao)
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= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe P

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 4



Motivacao
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= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe NP

Classe P
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Classe NP

Motivacao
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Motivacao

= \/isao simplificada do “mundo” dos problemas de decisao:

Classe PSPACE

Classe NP

Classe P
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Motivacao

=  Como tratar na pratica os problemas NP-completos?

1. Meétodos exatos de complexidade super-polinomial
(branch-and-bound, cortes, enumeracao, programacao
dinamica): se for necessario e se o porte dos problemas
assim o permitir.

2. Processamento paralelo: clusters e grids permitem
aceleracoes significativas na pratica, utilizando recursos
computacionais basicos e com custo reduzido.
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Motivacao

Como tratar na pratica os problemas NP-completos?

3. Heuristicas: qualquer método aproximado projetado com
base nas propriedades estruturais ou nas caracteristicas
das solucoes dos problemas, com complexidade reduzida
em relacao a dos algoritmos exatos e fornecendo, em
geral, solucoes viaveis de boa qualidade (sem garantia de
qualidade)

Métodos construtivos

Busca local

Metaheuristicas
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Motivacao

= Avancos no estudo e desenvolvimento de heuristicas
buscam:
Resolver problemas maiores
Resolver problemas em tempos menores
Obter melhores solucoes
= Heuristicas e metaheuristicas permitem resolver problemas

de grande porte em tempos realistas, fornecendo
sistematicamente solucoes otimas ou muito proximas da

otimalidade:
Exemplo: problema do caixeiro viajante com milhoes de cidades
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= C. Reeves (ed.), “Modern heuristic techniques for

N. Nilsson, “Problem-solving methods in artificial

intelligence”, 1971

N. Nilsson, “Principles of artificial intelligence”, 1982
J. Pearl, “Heuristics: Intelligent search strategies for
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Bibliografia

= J. Teghem e M. Pirlot (eds.), “Optimisation approchée en
recherche opérationnelle”, 2002

= C. Ribeiro e P. Hansen (eds.), “Essays and surveys in
metaheuristics”, 2002

= F. Glover e G. Kochenberger (eds.), “Handbook of
metaheuristics”, 2003

= C. Ribeiro, "Notas de aula do curso de metaheuristicas”,
http://www.inf.puc-rio.br/~celso/grupo_de pesquisa.htm
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Motivacao

= Problema:
Alunos cursam disciplinas.
Cada disciplina tem uma prova.
Ha um Unico horario em que sao marcadas provas em cada dia.

Provas de duas disciplinas diferentes nao podem ser marcadas
para 0 mesmo dia se ha alunos que cursam as duas disciplinas.

= Montar um calendario de provas:
satisfazendo as restricoes de conflito e ...

... minimizando o nimero de dias necessarios para realizar todas
as provas.
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Motivacao

= Modelagem por conjuntos:
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Motivacao

= (Os alunos que fazem apenas uma disciplina influem na
modelagem?
Nao!
= O nimero de alunos que cursam simultaneamente um
par de disciplinas influi na modelagem?
Nao!

E se o objetivo fosse minimizar o nimero de alunos
“sacrificados”?

Neste caso, sim!

= Fste modelo pode ser simplificado?
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Motivacao

= Simplificacao tratando-se apenas as intersecoes:

Considerar apenas as

A
Intersecoes nao-vazias.

{a"

Vg b

C

N
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Motivacao

= Simplificacao com a utilizacao de um grafo de conflitos:

disciplinas — nos

conflitos — arestas
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Motivacao

= Simplificacao com a utilizacao de um grafo de conflitos:

disciplinas — nos

conflitos — arestas
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, B, C, D, E, F, AE, AF, BD, BE,
BF, CD, CE, DF, BDF
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, B, C, D, E, F, AE, AF, BD, BE,
BF, CD, CE, DF, BDF
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, B, C, D, E, F, AE, AF, BD, BE,
BF, CD, CE, DF, BDF
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, B, C, D, E, F, AE, AF, BD, BE,
BF, CD, CE, DF, BDF

= Fscolher por exemplo o par de disciplinas B e E para o
primeiro dia e retira-las do grafo.
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Motivacao

= Como montar um calendario satisfazendo as restricoes de
conflito?

= Marcar para o primeiro dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, B, C, D, E, F, AE, AF, BD, BE,
BF, CD, CE, DF, BDF (D)

O—®

= Fscolher por exemplo o par de disciplinas B e E para o
primeiro dia e retira-las do grafo.
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Motivacao

= Marcar para o segundo dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, C, D, F, AF, CD, DF

D
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Motivacao

= Marcar para o segundo dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, C, D, F, AF, CD, DF

D
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Motivacao

= Marcar para o segundo dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, C, D, F, AF, CD, DF
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Motivacao

= Marcar para o segundo dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, C, D, F, AF, CD, DF
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Motivacao

= Marcar para o segundo dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, C, D, F, AF, CD, DF

D

O—®

= Fscolher por exemplo o par de disciplinas D e F para o
seqgundo dia e retira-las do grafo.
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Motivacao

= Marcar para o segundo dia qualquer combinacao de
disciplinas sem conflitos: A, C, D, F, AF, CD, DF

©

= Fscolher por exemplo o par de disciplinas D e F para o
seqgundo dia e retira-las do grafo.
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Motivacao

= Marcar A ou C para o terceiro dia e a que sobrar para o
quarto dia:
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Motivacao

= A solucio assim construida utiliza quatro dias: B-E no
primeiro dia, D-F no sequndo dia, A no terceiro e C no
quarto:

= Uma solucao com quatro dias corresponde a colorir os
nds do grafo de conflitos com quatro cores!
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Motivacao

= Fsta solucio utiliza o menor nimero possivel de dias? ou ...
= F possivel montar uma solucdo com menos dias? ou ...

= E possivel colorir o grafo de conflitos com trés cores?

Sim!

= F impossivel colorir o grafo de conflitos com menos de
trés cores! (por que?)
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Motivacao

Como montar um escalonamento com o menor nimero
possivel de dias?

Recordando: um subconjunto independente de um grafo é
um subconjunto de nés sem nenhuma aresta entre eles.

Logo, um conjunto de disciplinas que forma um
subconjunto independente dos nos do grafo de conflitos
pode ter suas provas marcadas para 0 mesmo dia.

Os nos deste subconjunto independente podem receber a
mesma Cor.
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Motivacao

Quanto mais disciplinas forem marcadas para o primeiro
dia, menos disciplinas sobram para os dias sequintes e,
portanto, serao necessarios menos dias para realizar as
provas das disciplinas restantes.

Entao, marcar para o primeiro dia as provas das disciplinas
correspondentes a um subconjunto independente maximo.

Retirar os nds correspondentes a estas disciplinas do grafo
de conflitos.

Continuar procedendo da mesma maneira, até as provas
de todas as disciplinas terem sido marcadas.
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
BDF
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
BDF

= Fliminar os nos B, D e F do grafo de conflitos.

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizaciao ONS 43



Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
BDF

& ®
@

= Fliminar os nos B, D e F do grafo de conflitos.
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
CE

& ®
@
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
CE

& ®
c

= Fliminar os nos C e E do grafo de conflitos.
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
CE

®

= Fliminar os nos C e E do grafo de conflitos.
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
A

®
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Motivacao

= Subconjunto independente maximo no grafo de conflito?
A

@)

= Fliminar o n0 A do grafo de conflitos.

= Soluciao completa (todos nés coloridos).
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Motivacao

= A solucao encontrada usa o nUmero minimo de cores para
colorir o grafo, logo o nimero de dias para aplicar todas
as provas € minimo:

= Foi entao proposto um algoritmo para colorir um grafo
com o0 menor himero de cores.
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Motivacao

= (O passo basico deste algoritmo corresponde a determinar
um subconjunto independente maximo.

= Fntretanto, este subproblema a ser resolvido a cada
iteracao ja é um problema NP-completo por si s6, ou seja,
cada subproblema é computacionalmente dificil.

= Além deste procedimento ser computacionalmente dificil,

é possivel garantir que este algoritmo sempre encontra a
solucao 6tima com o nimero minimo de cores?

Ou demonstrar que sim, ou dar um contra-exemplo.
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Motivacao

= Considerando-se o grafo abaixo, qual solucao seria
encontrada pelo algoritmo?

Os oito nds externos formam
um subconjunto independente (c¢ @ —(F
de cardinalidade maxima e

podem todos ser coloridos N
com a mesma cor. G ——(H) (D—@

K L
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Motivacao

= Considerando-se o grafo abaixo, qual solucao seria
encontrada pelo algoritmo?

A B
Os oito nds externos formam
um subconjunto independente (c¢ —(F
de cardinalidade maxima e

podem todos ser coloridos
com a mesma cor. & —@ QO G

K L
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Motivacao

= Considerando-se o grafo abaixo, qual solucao seria
encontrada pelo algoritmo?

y B
Esta solucdo é 6tima, oué '€ —@—é &

possivel colorir este grafo

CcOm menos cores?
& @—@—

Sim: o grafo pode ser ’ ’
colorido com apenas duas cores. K I
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Motivacao

= Considerando-se o grafo abaixo, qual solucao seria
encontrada pelo algoritmo?

Esta solucao é 6tima, ou é O C /2 @

possivel colorir este grafo

com menos cores?
| ®— o
Sim: o grafo pode ser

colorido com apenas duas cores
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Motivacao

= () algoritmo proposto nem sempre encontra a solucao

otima (isto €, uma solucao com o hiumero minimo de
cores).

= Este algoritmo é entao um algoritmo aproximado ou uma
heuristica para o problema de coloracao de grafos.

= Algoritmos exatos vs. algoritmos aproximados:
qualidade da solucao

tempo de processamento
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Algoritmos construtivos

= Problema de otimizacao combinatoria; Dado um conjunto
finito E= {1,2, ....n} e uma funcdo de custo c: 2F — R,
encontrar S* e F tal que ¢(S*) <¢(S) VS € F, onde F € 2F
é 0 conjunto de solucoes viaveis do problema
(minimizacao).

= Conjunto discreto de solucoes (vetores de variaveis O-1,
caminhos, ciclos, ...) com um nuimero finito de elementos.

= Construcao de uma solucao: selecionar seqiiencialmente
elementos de E, eventualmente descartando alguns ja
selecionados, de tal forma que ao final se obtenha uma
solucao viavel, i.e. pertencente a F.
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Algoritmos construtivos

= Exemplo: problema da mochila

E: conjunto de itens

F: subconjuntos de E que satisfazem a restricao 2,_qa,<b
c(S) =
c,. lucro do item e

eeS e

a,. peso do item e
b: capacidade da mochila
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Algoritmos construtivos

= Exemplo: problema do caixeiro viajante

E: conjunto de arestas

F: subconjuntos de arestas que formam um circuito
hamiltoniano (isto é, que visita cada cidade exatamente
uma Unica vez)

c(S) =
c,. custo (comprimento) da aresta e = (i,))

eeS e
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Algoritmos construtivos
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Problema do caixeiro viajante
Matrix de distancias c; ‘
Conjunto de nés N \
/
3
4

IN|=5
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Problema do caixeiro viajante

= Algoritmo do vizinho mais proximo:

Escolher o no inicial i e fazer N <— N-{i}.
Enquanto N = O fazer:

Obter jeN tal que ¢;; = min, _y {c; }.
N < N-{j}
| <]

Fim-enquanto
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Problema do caixeiro viajante

P
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Problema do caixeiro viajante

o [ R
n

=1
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

.=
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Problema do caixeiro viajante

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 67



Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

=5 3
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

comprimento=18 ‘
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Problema do caixeiro viajante

= Algoritmos construtivos simples podem falhar mesmo para
casos muito simples:
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Problema do caixeiro viajante

= Podem encontrar solucoes arbitrariamente ruins:

P

Heuristica (1-5-4-3-2-1); M+4

Otimo (1-5-2-3-4-1): 7

A solucao otima é encontrada
se 0 algoritmo comeca do né 5.
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Problema do caixeiro viajante

= Extensoes e melhorias simples:

Repetir a aplicacao do algoritmo a partir de cada no do grafo e
selecionar a melhor solucao obtida.

Melhores solucdes, mas tempo de processamento multiplicado por n.

A cada iteracao selecionar a aresta mais curta a partir de alguma
das extremidades em aberto do circuito, e nao apenas a partir
da Ultima extremidade inserida: solucao de comprimento 15
(tempos multiplicados por dois).

Critérios mais elaborados para (1) selecao do novo no
Incorporado ao circuito a cada iteracao e para (2) selecao da
posicao onde ele entra no circuito: algoritmo baseado no
crescimento de um circuito até completa-lo.
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao:
Selecionar o né k fora do circuito parcial corrente, cuja aresta

de menor comprimento que o liga a este circuito parcial
corrente é minima — algoritmo de insercao mais proxima

Selecionar o no k fora do circuito parcial corrente, cuja aresta
de menor comprimento que o liga a este circuito parcial
corrente é maxima — algoritmo de insercao mais afastada
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais proxima

= Selecao do no: ‘

N
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais proxima

= Selecio do no:

Distancia minima do n6 4: 4
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais proxima
= Selecio do no:
Distancia minima do no 4: 4

Distancia minima do n6 5: 2
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais proxima

= Selecao do no: '\

Distancia minima do n6 4: 4

Distancia minima do n6 5: 2

NO selecionado: 5
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais afastada

= Selecao do no: ‘

N
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais afastada

= Selecio do no:

Distancia minima do n6 4: 4

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 83



Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais afastada

= Selecio do no:
Distancia minima do né 4: 4

Distancia minima do n6 5: 2
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha do novo nd a ser incorporado ao circuito a cada
iteracao pela insercao mais afastada

= Selecao do no: '\

Distancia minima do n6 4: 4

Distancia minima do n6 5: 2

NO selecionado: 4
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha da posicao onde o né selecionado entra no
circuito:

Suponha a entrada do no k entre o no i e 0 no j.

Devem ser inseridas as areastas (i,k) e (j,k) no circuito parcial
corrente, substituindo a aresta (i,)).

A variacao no comprimento do circuito parcial corrente é dada

por Ay(k) = ¢ + ¢ — ¢ ‘
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha da posicao onde o nd selecionado entra no
circuito:

Suponha a entrada do no k entre o no i e 0 no j.

Devem ser inseridas as areastas (i,k) e (j,k) no circuito parcial
corrente, substituindo a aresta (i,)).

A variacao no comprimento do circuito parcial corrente é dada
por Ay(k) = ¢, + ¢y — ¢
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha da posicao onde o nd selecionado entra no
circuito:

Suponha a entrada do no k entre o no i e 0 no j.

Devem ser inseridas as areastas (i,k) e (j,k) no circuito parcial
corrente, substituindo a aresta (i,)).

A variacao no comprimento do circuito parcial corrente é dada
por Ay(k) = ¢, + ¢y — ¢
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha da posicao onde o no selecionado entra no
circuito parcial corrente

= Fxemplo: nO 4 escolhido para insercao

Ap,(4)=T7+4-1=10
A5(4) =T7+5-2 =10
A,,(4)=5+4-3=6
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha da posicao onde o né selecionado entra no
circuito parcial corrente

= Exemplo: né 4 escolhido para insercao
A(4)=7+4-1=10

Ay5(4)=7+52=10
Ays(4)=5+43=6

= [nsercao mais proxima:
entre os nés 2 e 3
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Problema do caixeiro viajante

= Fscolha da posicao onde o no selecionado entra no
circuito parcial corrente

= Fxemplo: nO 4 escolhido para insercao ‘

Ap,(4)=T7+4-1=10
A5(4) =T7+5-2 =10
A,,(4)=5+4-3=6

= |nsercao mais proxima:
entre osnos 2 e 3
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Problema do caixeiro viajante

= Algoritmo de insercao mais proxima:

Escolher o nd inicial i, inicializar um circuito apenas com o
no i e fazer N <— N-{i}.

Enquanto N # J fazer:

Encontrar o vértice k fora do circuito corrente cuja aresta de
menor comprimento que o liga a ele é minima.

Encontrar o par de arestas (i k) e (j,k) que ligam o vértice k ao
ciclo minimizando Au(k) = ¢, + ¢; — ;.

Inserir as arestas (i,k) e (j,k) e retirar a aresta (i,)).

Fazer N «— N-{k}.

Fim-enquanto
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

A]z(s) =5+3-1=7 2\ ]
Ayy(5)=2+3-3=2 3

Ap5(5)=2+5-2=5 2
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

Ap,(4)=T7+4-1=10
A5(4)=7+52=10
A, (4)=5+32=6
A,o(4)=4+3-3 =4
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Problema do caixeiro viajante

Ap,(4)=T7+4-1=10
A5(4)=7+52=10
A, (4)=5+32=6
A,o(4)=4+3-3 =4
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Problema do caixeiro viajante

comprimento = 12

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 98



Problema do caixeiro viajante

= Comparacao: na pratica, o método de insercao mais
afastada alcanca melhores resultados do que o de insercao
mais proxima.

= Melhoria simples: método de insercao mais barata

Por que separar em dois passos (1) a selecao do novo no
Incorporado ao circuito a cada iteracao e (2) a selecao da
posicao onde ele entra no circuito?

Fazer a escolha da melhor combinacao em conjunto.

Melhores solucoes, mas tempos de processamento maiores
(cerca de n vezes maiores).
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Problema do caixeiro viajante

= Algoritmo de insercao mais barata:

Escolher o né inicial i, inicializar um circuito apenas com o

no i e fazer N <— N-{i}.
Enquanto N # J fazer:

Encontrar o vértice k fora do circuito corrente e o par de arestas

(i,k) e (j,k) que ligam o vértice k ao ciclo minimizando
Ay(K) = ¢ + ¢ — ¢

Inserir as arestas (i,k) e (j,k) e retirar a aresta (i,)).

Fazer N «— N-{k}.

Fim-enquanto
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Problema do caixeiro viajante

= Qutra idéia diferente: considerar a fusao de subcircuitos

= Considerar dois subcircuitos passando pelo no 1 e pelos
nésiej.

» Conecta-los diretamente através
da aresta (i,j).
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Problema do caixeiro viajante

= Qutra idéia diferente: considerar a fusao de subcircuitos

= Considerar dois subcircuitos passando pelo no 1 e pelos
nésiej.

» Conecta-los diretamente através
da aresta (i,j).

= Remover as arestas (1,i) e (1,j).
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Problema do caixeiro viajante

= QOutra idéia diferente: considerar a fusao de subcircuitos
= Considerar dois subcircuitos passando pelo no 1 e pelos
nosiej.
= Conecta-los diretamente através
da aresta (i,j).
= Remover as arestas (1,i) e (1,j).
= Fconomia realizada:

Sij=C1i T Cy;— G
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Problema do caixeiro viajante

= Algoritmo das economias:

Escolher um né inicial i (e.g., i=1).

Construir subcircuitos de comprimento 2 envolvendo o né
inicial (e.g., i= 1) e cada um dos demais nos de N.

Calcular as economias s; = ¢;; + ¢,; - ¢; obtidas pela fusao
dos subcircuitos contendo i e j e ordena-las em ordem
decrescente.

Percorrer a lista de economias e fundir os subcircuitos
possiveis: a cada iteracao, maximizar a distancia
economizada sobre a solucao anterior, combinando-se
dois subcircuitos e substituindo-os por uma nova aresta.
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Problema do caixeiro viajante

)
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

comprimento = 12
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Problema de Steiner em grafos

= Grafo nao-orientado G=(V,E)
V: vértices
E: arestas
T: véertices terminais (obrigatorios)
c,. peso (positivo) da arestae € E

= Problema: conectar os nos terminais com custo (peso)
minimo, eventualmente utilizando os demais nos como
passagem.
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Problema de Steiner em grafos

= \/értices de Steiner: vértices opcionais que fazem parte da
solucao 6tima
= Aplicacoes: projeto de redes de computadores (conectar

um conjunto de clientes através de concentradores, cujos
locais devem ser determinados), redes de

telecomunicacoes, problema da filogenia em biologia, etc.
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Problema de Steiner em grafos

Abril-agosto 2004



Problema de Steiner em grafos

2

RO N ©

2
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Problema de Steiner em grafos

= Heuristica da rede de distancias:

Calcular os caminhos mais curtos entre cada par de terminais
do grafo.

Criar a rede de distancias formada pelos nos obrigatorios e
pelas arestas correspondentes aos caminhos mais curtos.

Obter a arvore geradora de peso minimo dos nos da rede de
distancias.

Expandir as arestas da arvore geradora.
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Problema de Steiner em grafos

o [ R
n

1 1
- ‘ - C. alb(2)
C.:a2.c(4)
C..a1,3,5d4)
2 p  Tad Sl
1 C,. b.1,3.5,c (4)
2 2 C,4 b,4.d (4)
) ® @ o
2 1 2

1
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Problema de Steiner em grafos

b a1,b(2)
> a,2,c(4)
. a1,3,5d(4)
' b,1,3,5,c (4)
oq- .4.d (4)
- €5,d(2)

OO0 0006
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Problema de Steiner em grafos

b a1,b(2)
:a,2,c (4)
. a1,3,5d(4)
- b,1,3,5,c (4)
oq- .4.d (4)
- €5,d (2)

OO0 00006
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Problema de Steiner em grafos

b a,1,b(2)
:a,2,c (4)
. a1,3,5d(4)
- b,1,3,5,c (4)
oq- .4.d (4)
- €5,d (2)

Peso: 8

1 1
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Problema de Steiner em grafos

®» Heuristica dos caminhos mais curtos:

Calcular o caminho mais curto de entre cada par de
terminais.
Sejam s um noé terminal, Solucao <— {s}, S « {s}, k « O.

Enquanto S # T fazer:

Obter o terminal s mais proximo de Solucao e o caminho
correspondente C.

Fazer S <~ S U {s} e Solucao < Solucao U C.

Fim-enquanto
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Problema de Steiner em grafos

S={a} S={a,b]}
Solucdo={a} 1 1 Solucdo={a,1,b}

Peso: 6

B 2
S={a,b,d,c} S={a,b,d}
Solucdo={a,1,b,3,5,d Solucido={a,1,b,3,5,d}
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Algoritmos gulosos

= Algoritmos gulosos:

A construcao de uma solucao gulosa consiste em
selecionar seqiencialmente o elemento de E que minimiza
0 incremento no custo da solucao parcial mantendo sua
viabilidade, terminando quando se obtém uma solucao
viavel (problema de minimizacao).

O incremento no custo da solucao parcial € chamado de
funcao gulosa.
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Algoritmos gulosos

= Cada elemento que entra na solucao, nela permanece até o
final.

= Algoritmo guloso para o problema da mochila:
Ordenar os itens em ordem decrescente da razéo c/a;.

Selecionar os itens que cabem na mochila segundo esta ordem.
= Algoritmo do vizinho mais proximo para o PCV

= Cuidado: nem sempre encontram a solucao otima exata,
s30 portanto heuristicas para estes problemas!
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Algoritmos gulosos randomizados

= Um algoritmo guloso encontra sempre a mesma solucao
para um dado problema.

= Randomizacao das escolhas gulosas permite alcancar
diversidade nas solucoes encontradas, se o algoritmo for
aplicado diversas vezes.

® Algoritmo guloso randomizado:

Criar uma lista de candidatos a cada iteracao com os melhores
elementos ainda n3o selecionados e fazer uma escolha aleatoria
entre eles.

= Aplicar o algoritmo repetidas vezes, obtendo solucdes
diferentes a cada aplicacao e salvando a melhor.
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Problema do caixeiro viajante

o [ R
n

=1
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

.=
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

)
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Problema do caixeiro viajante

)
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

o [ R
n
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante
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Problema do caixeiro viajante

comprimento = 14 ‘

@ —

5
@) -5
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Problema do caixeiro viajante

comprimento = 14 ‘

o (0
Py

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacdo ONS 136



Algoritmos gulosos randomizados

= A qualidade da solucao obtida depende da qualidade dos
elementos na lista de candidatos.

= A diversidade das solucoes encontradas depende da
cardinalidade da lista de candidatos.
= Casos extremos:

algoritmo guloso puro (o candidato Unico é o melhor)

solucao gerada de forma completamente aleatéria (todos os
elementos pendentes sao candidatos)
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Algoritmos gulosos randomizados

= Quanto maior for o nimero de aplicacoes do algoritmo,
maior a probabilidade de encontrar solucées melhores.

Melhores solucoes, mas tempos de processamento maiores.

= Ajuste de parametros na implementacao: equilibrar
qualidade e diversidade
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Busca local

= Técnica de exploracao do espaco de solucoes.

= Conjunto F de solucoes (viaveis) formado por
subconjuntos de um conjunto E (suporte/base) de
elementos que satisfazem determinadas condicoes.

= Representacao de uma solucao: indicar quais elementos de
E estao presentes e quais njo estao.

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizaco ONS 139



Busca local

= Exemplo: problema da mochila

n itens

Solucao é um vetor O-1 com n posicoes.

=1 se o item ] é selecionado

x; = 0 caso contrario

n=>5

solucao x=(1,0,0,1,1):itens 1, 4 e 5 selecionados
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Busca local

= Exemplo: problema do caixeiro viajante

E: conjunto de arestas

F: subconjuntos de E que formam um circuito hamiltoniano
Solucdo é um vetor de m = | E| posicoes.

v, =1, se a aresta e pertence ao circuito hamiltoniano

v, =0, caso contrario.
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Busca local

Solucoes viaveis (64 vetores possiveis):

(1,1,1,1,0,0), (1,0,1,0,1,1), (O,1,0,1,1,1)
O
5
4 2
6
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Busca local

Outra representacao para as solucoes do PCV: representar
cada solucao pela ordem em que os vértices sao visitados,
isto €, como uma permutacao circular dos n vértices (ja
que o primeiro veértice é arbitrario)
(a)bcd
(a)bdc @ @
(a)cbd
(a)cdb
(a)dbc

(2)dcb (d) )
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Busca local

= Indicadores O-1 de pertinéncia:

Problema da mochila

Problema de Steiner em grafos

Problemas de recobrimento e de particionamento, ...
= Indicadores gerais de pertinéncia;

Coloracao de grafos

Localizacao, ...

= Permutacoes:
Problemas de escalonamento
Problema do caixeiro viajante, ...
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Busca local

= Problema de otimizacdo combinatoria;
f(s*) = minimo {f(s): s € S}
S é um conjunto discreto de solucoes

= \/izinhanca: elemento que introduz a nocao de proximidade
entre as solucdes de S.

= Uma vizinhanca é um mapeamento que associa cada
solucao s a um conjunto de solucoes (vizinhos).

N(s) = {s,.55,....5,}: solucdes vizinhas de s
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Busca local

= Boas vizinhancas permitem representar de forma compacta
0 conjunto de solucoes vizinhas de uma solucao s qualquer
e percorrer (visitar, explorar) de maneira eficiente o
conjunto de solucoes.
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Buscalocal
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Busca local

=l e
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Busca local
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Busca local
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Busca local

= Fspaco de busca: definido pelo conjunto de solucoes S e
por uma vizinhanca N

= Representacao por um grafo:
Nés — solucoes

Arestas — solucoes vizinhas
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Busca local

= Exemplo: problema da mochila
vetor de pertinéncia O-1

Solucao s = (sy,...,.,,...,8,) $.€{0,1}, i=1,...,n
N(s)={(s,,...,1-s;,...,.8.): i=1,..,n}

Vizinhos de (1,0,1,1)=
{(0,0,1,1),(1,1,1,1),(1,0,0,1),(1,0,1,0)}
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Busca local

n=
$=(s,,5,,33)
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Busca local

= Fxemplo: problema do caixeiro viajante (permutacoes)

Solucao T=(Tt,..., T 1,70, Ty g 4eees Tjpenn TT,)

= N, (m)={(m,,... T, T .0, ) 1,000, 0F1 )
Troca da posicao de duas cidades consecutivas:
vizinhos de (1,2,3,4) ={(2,1,3,4),(1,3,2,4).(1,2,4,3)}

TT=(T0 e s TC T e -, TT)

A

y
T=(TT15. . s TT 15T 15 Cpse 5 TC,)
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Busca local

= Exemplo: problema do caixeiro viajante (permutacoes)

Solucao T=(1t;,..., 701, T\ g e Ty, TT)
" Ny(m)={(m,,..., T WG, 1) =100 10 =i L 0]
Troca da posicao de duas cidades quaisquer:

vizinhos de (1,2,3,4)={(2,1,3,4),(1,3,2,4),
(1,2,4,3),(3,2,1,4),(1,4,3,2),(4,2,3,1)}

T=(Ty,...,TC;. . TG, ,TT,)

T=(TT15e ey TTiy e oy, TT,)
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Busca local

= Exemplo: problema do caixeiro viajante (permutacoes)

Solucao T=(1t;,..., 701, T\ g e Ty, TT)
" Ny(m)={(1),es T TG e T T, )0 DL 0- 15 1D LN
Insercao de uma cidade em uma posicao qualquer:

vizinhos de (1,2,3,4)={(2,1,3,4),(2,3,1,4),
(2,3,4,1),(1,3,2,4),(1,3,4,2),(1,2,4,3)}

T=(TT15 o o, 0 15T T s - STC T - ,T)

Y ___
T —(nl,...,ni_l,niﬂ,...,nj,ni,njﬂ,...,nn)
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Busca local

Exemplo: vizinhanca
de troca N, (dois
elementos con-
secutivos)
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Busca local

= () espaco de busca pode ser visto como um grafo cujos
vértices sao as solucoes e no qual existem arestas entre
pares de vértices associados a solucoes vizinhas.

= Fste espaco pode ser visto como uma superficie com vales
e cumes definidos pelo valor e pela proximidade
(vizinhanca) das solucoes.

= Um caminho no espaco de busca consiste numa seqliéncia
de solucoes, onde duas solucoes consecutivas quaisquer
S30 vizinhas.
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Busca local

= Otimo local: solucao tao boa ou melhor do que qualquer
solucao vizinha

= Problema de minimizacao:
st é um otimo local

ny
f(s*) < f(s), Vs € N(s")

= Otimo global ou solucao 6tima s*:
f(s*) <f(s), Vs € S
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Busca local

Algoritmos de busca local sao construidos como uma
estratégia de exploracao do espaco de busca.

Partida: solucao inicial obtida através de um método
construtivo

[teracao: melhoria sucessiva da solucao corrente através
de uma busca na sua vizinhanca

Parada: primeiro 6timo local encontrado (nao existe
solucao vizinha aprimorante)

Heuristica subordinada utilizada para obter uma solucao
aprimorante na vizinhanca
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Busca local
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Busca local

= Questoes fundamentais:
Solucao inicial
Definicao da vizinhanca

Estratégia de busca na vizinhanca:

Melhoria iterativa: a cada iteracao, selecionar qualquer (eventualmente
a primeira) solucao aprimorante na vizinhanca

Descida mais rapida: a cada iteracao, selecionar a melhor solucao
aprimorante na vizinhanca
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Busca local

= Questoes fundamentais:
Complexidade de cada iteracao:

Proporcional ao tamanho da vizinhanca

Eficiéncia depende da forma como é calculada a funcdo objetivo para
cada solucao vizinha: algoritmos eficientes s3ao capazes de atualizar os
valores quando a solucao corrente se modifica, evitando calculos
repetitivos e desnecessarios da funcao obijetivo.
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Busca local

el 21 23

Exemplo: vizinhanca
de troca N1 (dois
elementos con-
secutivos)
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Problema do caixeiro viajante

Problema simétrico
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Problema do caixeiro viajante

01243 KX 50 YEYW

Exemplo: vizinhanca
de troca de dois
elementos con-
secutivos
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Problema do caixeiro viajante

Problema assimétrico ¢

Abril-agosto 2004 Modelos e métodos de otimizacao ONS 167



Problema do caixeiro viajante

01243

Exemplo: vizinhanca
de troca de dois

35 01234

161

01324

164 QIEYW

elementos con- 02143 02134 03124 03142
_ 241 179 170 347
secutivos 02314 03214
252 271
157 @ELN EpZEl 201
305 EpZEs 03421 PLX]
272 328
04231 04321
182 278 154
02413 04213 04312 03412
152 IAAREEWAEVD 236
206 293
01423 01432
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Problema do caixeiro viajante

Vizinhanca 2-opt para o problema do caixeiro viajante:

Escolher duas arestas quaisquer, elimina-las e substitui-
las por outro par (Unico) de arestas de modo a formar

novo circuito.

Ha da ordem de n? solucdes vizinhas.

O custo de cada solucao vizinha pode ser facilmente

recalculado.

Abril-agosto 2004

Modelos e métodos de otimizacdo

ONS 169



Problema do caixeiro viajante

=17 (+)

melhor
vizinho

[=18 (+)
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Problema do caixeiro viajante

Vizinhanca 3-opt para o problema do ~
caixeiro viajante: e
Escolher trés arestas quaisquer, D
elimin&-las e substitui-las por trés / /\m
outras arestas, de modo a formar /\ 7 OAD
novo circuito. R A
Ha da ordem de n* solucdes vizinhas. > < A
O custo de cada soluc3o vizinha \ /\(—“ |
continua podendo ser facilmente N
recalculado. LD
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Problema do caixeiro viajante

= \/izinhanca k-opt para o problema do N
caixeiro viajante: * -
C1 DD
= Fxtensao até n-opt corresponderia a y ~
uma busca exaustiva do espaco de e
~ ’/\ - ({K}Jx.__.)
solucoes! / N\
_ e D N
= A complexidade (tempo) de cada ~ <
iteracao aumenta com k, enquanto o \ L0
ganho possivel diminui. /\
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Busca local

= Diferentes aspectos do espaco de busca influenciam o
desempenho da busca local:

Conexidade: deve existir um caminho no espaco de busca entre
qualquer par de solucoes

Distancia; nimero de solucdes visitadas ao longo do caminho
mais curto entre duas solucoes

Diametro: distancia entre as duas solucées mais afastadas
(diametros reduzidos)
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Busca local

= Dificuldades e problemas do método de busca local:
Término no primeiro 6timo local encontrado
Sensivel a solucao de partida

Sensivel a vizinhanca escolhida

Sensivel a estratégia de busca

Pode exigir um nimero exponencial de iteracoes!

= Como melhorar seu desempenho?
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Busca local

= Extensoes e melhorias:
Multipartida: iniciar a busca a partir de diferentes solucoes
Iniciais.
Reducao da vizinhanca: explorar parcialmente a vizinhanca
(aleatorizacao, solucoes mais promissoras, etc.).

Multivizinhancas: explorar novas vizinhancas, por exemplo apos
atingir um otimo local segundo uma delas.

Metaheuristicas: estratégias para escapar de 6timos locais
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Metaheuristicas

= Metaheuristicas:
Simulated annealing
Busca tabu
GRASP
VINS (Variable Neighborhood Search)
Algoritmos genéticos
Scatter search
Colonias de formigas

= Frequentemente inspiradas em paradigmas da natureza
(processos fisicos e biologicos)
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Metaheuristicas

= Diferentes estratégias para percorrer o espaco de busca e
para escapar de Otimos locais

® Quase todas utilizam-se de diferentes maneiras dos
mesmos componentes basicos comuns:;

construcoes gulosas
randomizacao

busca local

multiplicidade de vizinhancas
memoria

Intensificacao

diversificacao, etc.
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GRASP

= GRASP: Greedy Randomized Adaptive Search Procedures

= Principio: combinacao de um algoritmo construtivo
(randomizado) com busca local, em um procedimento
iterativo com iteracoes independentes

(a) construcao de uma solucao
(b) busca local

(c) atualizacao da melhor solucao
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GRASP

= Algoritmo basico (minimizacao):

f(s*) «— +o0
Parai=1,..., Maxlteracoes faca:

Construir uma solucao s usando um algoritmo guloso
randomizado

Aplicar um procedimento de busca local a partir de s,
obtendo a solucao ¢’

Se f(s') < f(s*), entao fazer s* <« ¢

Fim-enquanto
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GRASP

= Fase de construcao: aplicar um algoritmo guloso
randomizado
= (Cada iteracao da fase de construcao:

Avaliar o beneficio de cada elemento fora da solucao, usando
uma funcao gulosa.

Criar uma lista de candidatos formada pelos melhores
elementos.

Selecionar aleatoriamente um elemento da lista de candidatos
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GRASP

= Restricao dos elementos na lista de candidatos baseada:
... h0 nimero maximo de elementos na lista

... ha qualidade dos elementos na lista (em relacdo a escolha
puramente gulosa)
= Selecao aleatoria feita entre os melhores elementos da
lista de candidatos (nao necessariamente o melhor, como
no caso guloso):

A qualidade média das solucoes encontradas depende da
qualidade dos elementos na lista.

A diversidade das solucoes construidas depende do nimero de
elementos na lista.
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GRASP

Diversificacao baseada em randomizacao controlada:
diferentes solucoes construidas em diferentes iteracoes

GRASP

Fase de busca local: melhorar as solucoes construidas

A utilizacao de um algoritmo guloso randomizado na fase
de construcao permite acelerar muito cada aplicacao da

busca local (solucdes préoximas de um 6timo local).

E comprovadamente mais rapido e encontra solucoes

melhores do que um método multi-partida simples.
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GRASP

Solution space

= Pode ser visto como
uma técnica de
amostragem no
espaco de busca:

Greedy
algorithm

IR
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GRASP

Implementacao simples: algoritmo guloso e busca local

Heuristicas gulosas sao simples de projetar e implementar.

Poucos parametros a serem ajustados:

restritividade da lista

nimero de iteracoes

de candidatos

Depende de boas solucodes iniciais: baseado apenas na

randomizacao de uma iteracao para outra, cada iteracao se
beneficia da qualidade de sua solucao inicial.
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GRASP

= Problema: falta de “memoria”

Em uma determinada iteracao, nao sao utilizadas informacoes
sobre as solucoes construidas e visitadas nas iteracoes
precedentes.

Esta dificuldade pode ser superada por implementacoes mais
avancadas, que incorporam memoria:

GRASP reativo: controle automatico do nivel apropriado de
randomizacao durante a fase de construcao

Reconexao por caminhos: explorar trajetérias entre a solucao atual e
boas solucoes construidas nas iteracoes precedentes
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GRASP

= Extensoes e melhorias:
Uso de filtros: aplicar busca local apenas...

... a melhor solucdo construida ao longo de uma seqtiéncia de
aplicacoes do algoritmo guloso randomizado (ja que a busca
local é a componente mais cara em termos de tempo de
processamento).

... as solucoes construidas que satisfazem um determinado
limiar de aceitacao (solucoes potencialmente boas).

= Processamento paralelo: a estrutura do algoritmo é
altamente favoravel a implementacoes paralelas eficientes
com aceleracoes lineares em clusters.
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Exercicio — Avaliacao

= Implementar trés (ou mais) heuristicas para o problema do
caixeiro viajante e compara-las em termos da qualidade das
solucoes encontradas e dos tempos de processamento.

= Algumas idéias:
Usar instancias conhecidas publicadas na literatura.

Implementar as diferentes heuristicas usando a mesma
linguagem e compilador.

Testar todas as heuristicas na mesma maquina.
Usar graficos.
Comparar os métodos entre si e com as solucoes 6timas.
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Exercicio — Avaliacao

= Descricao de instancias e solucdes 6timas para o problema
do caixeiro viajante:

http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/software/TSPLIB95/

= Fstudo comparativo de heuristicas para o problema do
caixeiro viajante:

http://www.research.att.com/™ dsj/chtsp/

= Em particular, pagina com graficos comparativos:
http://www.research.att.com/~dsj/chtsp/testform2.html

= Referéncia: Lawler, Lenstra, Rinnooy Kan e Shmoys (eds.),
“The traveling salesman problem”, 1985 (entre outras)
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