Capítulo 3

Conversão de Bases e Aritmética Computacional
1) Sistema Binário de Numeração

Um sistema de numeração tem por finalidade permitir a quantificação das coisas que nos cercam. É formado por um conjunto de algarismos, um conjunto de regras estabelecendo como representar quantidades numéricas com os algarismos e um conjunto de operações que podem ser efetuadas sobre as referidas quantidades numéricas.
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Estamos acostumados em lidar com o sistema de numeração de base dez  em nossa vida diária. Isso faz com que passem despercebidos alguns detalhes que são comuns a todos os sistemas de numeração, de modo que, caso desejamos utilizar outro com base diferente de dez, certamente vamos achar profundamente estranho. A fim de entender melhor as semelhanças, vamos examinar um número escrito na base dez e fazer a sua decomposição em múltiplos de dez, como abaixo:
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Como podemos ver, a decomposição foi uma operação muito simples e pode ser repetida facilmente com qualquer outro número. Observe que na última linha, onde aparece a decomposição final, os algarismos que compõem o número pertencem ao conjunto D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e estão multiplicando potências de dez. De uma maneira geral, qualquer número, N, escrito na base dez, é representado da seguinte forma:

onde nk pertence ao conjunto D.


Agora que já sabemos a estrutura de um número qualquer no sistema decimal, como deverá ser a estrutura desse mesmo número no sistema de numeração de base dois (ou sistema binário de numeração)?


Procederemos de maneira análoga ao feito com o sistema decimal. Como sabemos trabalhar muito bem com o sistema decimal, vamos partir de um número (43, por exemplo) representado nesse sistema e avançar por partes. Inicialmente, escreve-se o número como uma soma de potências de dois, isto é:

43   =   32   +   8   +   2   +   1


Todos os números ainda estão representados através de algarismos da base dez. Em seguida, vamos escrever os componentes da decomposição como potências de dois:

43   =   25   +   23   +   21   +   20

Observe que o maior componente da decomposição é o 5 e o menor é o 0. Contudo, alguns valores de expoentes estão ausentes na decomposição. Além disso, todos os coeficientes que multiplicam as potências de dois têm valor igual a 1, que está implícito, enquanto que no exemplo na base dez algarismos variados multiplicavam as potências de dez. A fim de completar a seqüência de parcelas na decomposição, vamos escrevê-la de modo que os coeficientes multiplicando as potências do sistema de base de numeração sejam explicitados. Então tem-se:

43(10)   =   1 ( 25   +   0 ( 24   +   1 ( 23   +   0 ( 22   +   1 ( 21   +   1 ( 20

O número à esquerda do sinal de igualdade, 43, está com o índice 10 para indicar que é a representação de um valor expresso na base dez. Naturalmente, o que está à direita da igualdade também representa a mesma quantidade que o 43, porém apenas com um aspecto diferente.


Finalmente, podemos escrever a representação do número 43 na base dois, simplesmente justapondo os coeficientes que multiplicam as potências de base dois, de modo que:

43(10)   =   1010112

O índice 2 no número à direita da igualdade indica que aquela é uma representação no sistema binário. Observe que apenas os algarismos do conjunto B = {0,1} são utilizados na representação de qualquer número no sistema binário.


Mas, qual é o interesse de se transformar um número decimal, com o qual estamos tão acostumados, para um número binário, cuja representação nos parece tão estranha? Isso tudo porque o computador utiliza o sistema binário de numeração, o que obriga a conversão de qualquer número decimal para binário.


A seguir, é apresentada uma técnica mais simples para a conversão decimal-binário assim como o contrário, ou seja, a conversão binário-decimal. 

1.1) Números Decimais ( Números Binários 

Essa transformação é feita através de sucessivas divisões por 2 até que o quociente obtido seja igual a 1. O funcionamento desse mecanismo ficará mais claro com o seguinte exemplo:

14(10) = ???(2)
14 | 2 

 0
  7  | 2


  1    3  | 2
             1    1                           Quociente igual a 1 ( Fim das divisões 

                                      


O resultado é a seqüência obtida pelos números sublinhados seguindo o sentido da seta, ou seja, 14(10) = 1110(2).


Deve-se observar que esse mecanismo pode ser estendido para qualquer outra base b; para isso, basta alterar o divisor para a base b desejada. Nesse caso, as divisões terminam assim que obtivermos um quociente menor do que o valor de b.

1.2) Números Binários ( Números Decimais

Todo número binário pode ser visto como uma seqüência de dígitos como mostrado a seguir:

 dn-1  ...  d2  d1  d0

onde cada um dos dígitos deve ser igual a 0 ou 1 e n é o total de dígitos que compõem o número binário.


O número decimal N correspondente a essa seqüência de dígitos é dado por:

N(10) = d0 ( 20 + d1 ( 21 + d2 ( 22 + ... + dn-1 ( 2n-1


Novamente, esse mecanismo pode ser estendido para a conversão de qualquer base b para a base decimal, bastando, para isso, substituir as potências de dois para potências de b.

Exemplo: 


1110(2) = ???(10)


d3  d2  d1  d0

1   1   1   0     (     N = 0 ( 20 + 1 ( 21 + 1 ( 22 + 1 ( 23



       N = 0 + 2 + 4 + 8 = 14(10)

2) Outras Bases de Numeração
Entre as bases diferentes da decimal, consideremos apenas as bases 2 e potências de 2, visto que todo computador digital representa internamente as informações em algarismos binários, ou seja, trabalha em base 2. Como os números em base 2 são muito extensos (quanto menor a base de numeração, maior é quantidade de algarismos necessários para indicar um dado valor) e, portanto, de difícil manipulação visual, costuma-se representar externamente os valores binários em outras bases de valor mais elevado. Isso permite maior compactação de algarismos e melhor visualização dos valores. Em geral, usam-se as bases octal (8) ou hexadecimal (16), em vez da base decimal, por ser mais simples e rápido converter valores binários para valores em bases múltiplas de 2.

Os algarismos que compõem determinada base b podem ser representados pelo conjunto Y = {0,1,...,b-1}. Dessa forma:


Base 2

-
Y2 = {0,1} 


Base 5

-
Y5 = {0,1,2,3,4} 


Base 8

-
Y8 = {0,1,2,3,4,5,6,7} 

No caso da base hexadecimal, teremos um problema ao verificarmos os elementos que compõem Y16, ou seja, Y16 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}. Os elementos 0..9 realmente representam algarismos, mas o mesmo não é verdade para os demais elementos. Para contornar tal problema, foram adotados outros símbolos para representar os valores de 10..15, isto é, Y16 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}.

Assim, podemos ter o número hexadecimal 1A7B, que transformando para decimal, termos:

1A7B16 = 11 ( 160 + 7 ( 161 + 10 ( 162 + 1 ( 163 = 11 + 112 + 2560 + 4096 = 677910
2.1) Conversão entre Bases Potência de 2
( Entre as Bases 2 e 8

Como 8 = 23, um número binário (base 2) pode ser facilmente convertido para seu valor equivalente na base 8 (octal). Para isto, basta dividir o número, da direita para a esquerda, em grupos de 3 bits (o último grupo não sendo múltiplo de três, preenche-se com zeros à esquerda). Então, para cada grupo, acha-se o número octal correspondente.


A conversão de números da base 8 para a base 2 é realizada de forma semelhante, no sentido inverso. Ou seja, substitui-se cada algarismo octal pelos seus 3 bits correspondentes.

Exemplos:


10110010112 = ?8          (          (001)(011)(001)(011)2 = 13138
1578 = ?2          
   (          1578 = (001)(101)(111)2 = 11011112
( Entre as Bases 2 e 16

O procedimento de conversão entre números binários e hexadecimais (base 16) é idêntico ao da conversão entre as bases 2 e 8, exceto que, neste caso, a relação é 16 = 24.


Desse modo, um algarismo hexadecimal é representado por 4 bits. Converte-se um número binário em hexadecimal dividindo-se este número em grupos de 4 bits da direita para a esquerda.

Exemplos:


10110010112 = ?16       (       (0010)(1100)(1011)2 = 2CB8
F2A16 = ?2          
  (       F2A16 = (1111)(0010)(1010)2 = 1111001010102
Nota: quando utilizamos números binários, podemos também considerar números fracionários. Uma vez que a manipulação deste tipo de números em binários é de grande dificuldade, nos restringiremos apenas à sua conversão de binário para decimal, como descrito a seguir.

N2 = (dn...d1d0,d-1d-2...d-m)2 = dn(2n + ... + d1(21 + d0(20 + d-1(2-1 + d-2(2-2 + ... + d-m(2-m
Exemplo:


0,01012 = ?10

0,01012 = 0(20 + 0(2-1 + 1(2-2 + 0(2-3 + 1(2-4 = 0,25 + 0,0625 = 0,312510
2.2) Aritmética Binária
A seguir, apresentaremos as operações de adição, subtração e multiplicação binária. A divisão binária, devido à sua complexidade, não será vista nesse curso.

( Adição Binária:


A operação de soma de dois números binários é efetuada de modo semelhante à soma decimal, levando-se em conta que só há dois algarismos disponíveis (0 e 1). Assim:




0 + 0 = 0



0 + 1 = 1




1 + 0 = 1



1 + 1 = 1   ,   com “vai 1”

Exemplos:


 1  1   1




             1        1   1   1   1  1     1

1 0 1 1 0




1 0 1 1 0 1 , 0 1


+ 1 0 1 1



        + 1 0 0 1 1 1 , 1 1
         1 0 0 0 0 1



         1 0 1 0 1 0 1 , 0 0

( Subtração Binária:

O mecanismo utilizado pela subtração binária é um pouco diferente do que estamos acostumados com a subtração decimal. Para isto, utilizamos a seguinte igualdade:  A – B = A + (-B)  , o que nos faz obter, através de uma soma, o resultado da subtração.


Mas como podemos obter o valor –B num sistema binário? Utilizaremos o método conhecido por complemento de dois. Para isso, deveremos utilizar um bit de sinal (BS) que indicará se o número é positivo (BS = 0) ou negativo (BS = 1) e o BS consistirá no bit mais à esquerda do número em questão. O processo consiste nos seguintes passos:

i) Cada 1 é substituído por 0 e cada 0 por 1 (complemento de um).

ii) Ao resultado, é somado 1. Se no resultado desta soma houver um vai-um no bit mais à esquerda, o vai-um é desprezado.

Agora que já temos em mãos os valores A e –B podemos calcular A + (-B) através da adição binária. Se o bit mais à esquerda (BS) do resultado for igual a 0, então o resultado é positivo; por outro lado, se for igual a 1, o resultado obtido é negativo e está em complemento de dois.

Exemplos:

Calcular as seguintes operações utilizando a aritmética binária:

a) 15(10) – 7(10) = 15(10) + (-7) (10)
15(10) = 00001111(2)


-7(10) = ???? (2)

7(10) = 0 0 0 0 0 1 1 1
(   7 em binário
           1 1 1 1 1 0 0 0
(   Complemento de um
           +                   1 
(   Soma 1 

           1 1 1 1 1 0 0 1
(   -7 (complemento de dois)
                   1  1  1  1  1   1  1  1   

   0 0 0 0 1 1 1 1


+ 1 1 1 1 1 0 0 1
            1 0 0 0 0 1 0 0 0   =   8(10)



b) 9(10) – 13(10) = 9(10) + (-13) (10)
9(10) = 00001001(2)


-13(10) = ???? (2)



13(10) =
0 0 0 0 1 1 0 1
 (   13 em binário
           
1 1 1 1 0 0 1 0
 (   Complemento de um
          
+                   1
 (   Soma 1 

          
1 1 1 1 0 0 1 1
(   -13 (complemento de dois) 
                                             1  1 

   0 0 0 0 1 0 0 1


+ 1 1 1 1 0 0 1 1
               1 1 1 1 1 1 0 0   




O resultado obtido é da forma –A, uma vez que o BS = 1. Agora, devemos então descobrir o valor de A e isto é feito através do uso de complemento de dois que nos retornará o valor – (-A) = A.

     
1 1 1 1 1 1 0 0
 ( -A

0 0 0 0 0 0 1 1
 ( Complemento de um


+
         1
 ( Soma 1


0 0 0 0 0 1 0 0
 ( A = 4(10)

( Multiplicação Binária:


O processo de multiplicação binária é realizado na forma usualmente efetuada para a base 10, isto é, somas sucessivas, visto que os algarismos do multiplicador somente podem ser 0 ou 1.

Exemplo:



1 0 1 1



( 1 0 1



1 0 1 1


        0 0 0 0

           1 0 1 1      ..


      1 1 0 1 1 1

34.527 = 30.000           + 4.000          + 500           + 20            + 7


= 3 ( 10.000    + 4 ( 1.000    + 5 ( 100    + 2 ( 10      + 7 ( 1


= 3 ( 104           + 4 ( 103        + 5 ( 102       + 2 ( 101    + 7 ( 100





� EMBED Equation.3  ���





BS = 0 ( Número positivo





BS = 1 ( Número negativo





BS = 0  (  Resultado positivo





Vai-um no bit mais à esquerda – deve ser ignorado





BS = 0 ( Número positivo





BS = 1 ( Número negativo





BS = 1  (  Resultado negativo





O Resultado é igual a -A = -4(10)
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