1 Conceitos Basicos

Neste capitulo forneceremos todas as defini¢oes e resultados fundamentais
que serao utilizados ao longo de todo o texto.

1.1 Grafos, vértices, arestas

Um grafo (simples) G é formado por um conjunto de vértices, denotado por
V(G), e um conjunto de arestas, denotado por E(G). Cada aresta é um par
(ndo ordenado) de vértices distintos. Se zy é uma aresta, entao os vértices z e
y sao os extremos desta aresta. Dizemos também que x e y estao conectados,
ou que sao adjacentes ou vizinhos.

Um grafo pode ser representado geometricamente como um conjunto de
pontos no plano (representando os vértices) e linhas que ligam estes pontos
(representando as arestas). Observamos que o mesmo grafo pode ter varias
representacoes geométricas diferentes.

Exemplo 1.1. Seja G o grafo tal que V(G) = {a,u,v,w,z,y,2} e E(G) =
{uv, vw, wz, xy,yz, zu, av, azx,az}. Na Figura 1.1 temos duas representagoes
geométricas diferentes para G.
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Figura 1.1: Duas representacoes geométricas diferentes para o mesmo grafo.

A ordem de um grafo G é o nimero de vértices de G. Utilizamos a
seguinte notacao: n = |V(G)| e m = |E(G)|. O tamanho de um grafo G é a
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soma n + m. Um grafo trivial ¢ aquele com um tnico vértice (n = 1). Um
grafo nulo é aquele com V(G) = 0 (isto é, n = 0).

Um multigrafo é uma generalizacao do conceito de grafo simples. Em
um multigrafo podem existir arestas paralelas (arestas que compartilham
0s mesmos extremos) e la¢os (um lago é uma aresta da forma zz). Lagos
também sao chamados de loops.

1.2 Vizinhancga e grau

A wvizinhanga aberta de um vértice v é o conjunto de seus vizinhos. Utilizamos
anotacao N(v) para designar a vizinhanga aberta de v. A wvizinhanga fechada
de um vértice v é definida como N[v] = N(v) U {v}.

O grau de um vértice é o nimero de vezes em que ele ocorre como ex-
tremo de uma aresta. (Esta defini¢do se aplica tanto para grafos como para
multigrafos.) Utilizamos a notacao d(v) para designar o grau do vértice v.
Em um grafo simples, o grau de um vértice é igual ao ntimero de vizinhos
que ele possui, isto é, d(v) = |N(v)|.

Um grafo é reqular quando todos os seus vértices tém o mesmo grau. Um
grafo é k-regular quando todos os seus vértices tém grau igual a k.

O grau mdzimo de G é definido como A(G) = max{d(v) | v € V(G)}. O
grau minimo de G é definido como §(G) = min{d(v) | v € V(G)}.

Dado um grafo G tal que V(G) = {v1,v2,...,0,_1,0,} € 0s graus dos
vértices satisfazem d(v1) < d(ve) < -+ < d(vp—1) < d(v,), a sequéncia de
graus de GG é precisamente a sequéncia

(d(vy),d(ve),...,d(vy—1),d(vy) ).

Exemplo 1.2. A sequéncia de graus do grafo GG definido anteriormente no
Exemplo 1.1 é (2,2,2,3,3,3,3). Temos que §(G) =2 e A(G) = 3.

Um vértice é isolado quando tem grau zero (nao possui vizinhos). Um
vértice v é universal quando esta conectado por arestas a todos os demais
vértices, isto é, N(v) = V(G) \ {v}. Se v é um vértice universal entao
dlv) =n—1.

O seguinte teorema é conhecido como Teorema do Aperto de Maos:
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Teorema 1.1. Em qualquer grafo simples G,

> d(v) =2m.

veV(G)

Demonstracao. Observe que cada aresta xy é contada duas vezes na soma
> wev(c) @(v) — uma vez na parcela d(z) e outra na parcela d(y). O

1.3 Subgrafos

Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) C V(G) e E(H) C
E(G). H é um subgrafo préprio de G quando H é um subgrafo de G que nao
é o préprio G.

Um subgrafo gerador (“spanning subgraph”) de G é um subgrafo H de G
tal que V(H) = V(G). Em outras palavras, H tem os mesmos vértices de
(G, mas nao necessariamente todas as arestas de G.

Um subgrafo H de G é um subgrafo induzido por um conjunto de vértices
X C V(G) se V(H) = X e vale a seguinte propriedade: se zy € E(G) e
xz,y € X entdo vy € E(H). Neste caso, utilizamos a notagao H = G[X].
Informalmente, um subgrafo induzido por um conjunto de vértices X mantém
todas as arestas originais de GG que possuem seus dois extremos em X.

Um subgrafo H de G é um subgrafo induzido por um conjunto de arestas
E' C E(QG) se:

e F(H)=F';

o V(H) ={z | x é extremo de alguma aresta de E'}.

Utilizamos a notacao H = G[FE’] para designar que H é um subgrafo
induzido por um conjunto de arestas E'.

A seguinte notagao é bastante ttil. Se .S é um subconjunto de vértices de
G, entao G—S = G[V(G)\S]. Se v é um vértice de G entdo G—v = G—{v}.

Se E' é um subconjunto de arestas de GG, entao o grafo G — E’ é definido
da seguinte forma: V(G —E') =V (G) e E(G—FE') = E(G)\ E'. Se e é uma
aresta de G entdo G —e = G — {e}.
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1.4 Uniao, intersecao, complemento

A wunido de dois grafos G e H é o grafo denotado por G U H tal que:

V(GUH)=V(G)UV(H) e E(GUH) = E(G)UE(H).

A intersecao de dois grafos G e H é o grafo denotado por G N H tal que:

V(GNH)=V(G)NV(H) e E(GNH) = E(G)N E(H).

Dois grafos G e H sao disjuntos em vértices se V(G) NV (H) = (. Dois
grafos G e H sao disjuntos em arestas se E(G)NE(H) = 0. Se G e H sdo
disjuntos em vértices, entao ¢é claro que sao também disjuntos em arestas.
Porém, G e H podem ser disjuntos em arestas tendo alguns vértices em
comum.

O complemento de um grafo G é o grafo G tal que V(G) = V(G) e
E(G) = {zy | zy ¢ E(G)}. Note que G e seu complemento sao grafos
disjuntos em arestas. Portanto, G N G é um grafo sem arestas. Além disso,
G UG é um grafo completo.

Exemplo 1.3. Se G é o grafo do Exemplo 1.1, entdo G é o grafo representado
na Figura 1.2.

W
s/
P =N

Figura 1.2: Representacio geométrica de G, onde G é o grafo do Exemplo 1.1.



Prof. Fdbio Protti Notas de Aula de Teoria dos Grafos - IC/UFF

1.5 Grafo completo, clique, conjunto independente

Um grafo G é um grafo completo se quaisquer dois vértices de GG sao vizinhos.
O numero de arestas de um grafo completo é n(n — 1)/2. Denotamos por
K,, um grafo completo com n vértices. O grafo K; é o grafo trivial, o grafo
K, é formado por dois vértices e uma aresta, e o grafo K3 é o triangulo. A
Figura 1.3 exibe os grafos K3, K4 e K.

Figura 1.3: Da esquerda para a direita: grafos K3, K, e K.

Uma clique em um grafo G ¢ um conjunto de vértices K C V(G) tal que
G[K] é completo. Em outras palavras, quaisquer dois vértices distintos de
uma clique sao adjacentes.

Um conjunto estavel ou independente em um grafo G é um subconjunto de
vértices S C V(G) tal que G[S] é um grafo sem arestas. Em outras palavras,
qualquer par de vértices de um conjunto independente é formado por vértices
nao adjacentes.

Um grafo com n vértices formando um conjunto independente é denotado
por I,,.

1.6 Passeios, trilhas, caminhos, ciclos

Um passeio (“walk”) é uma sequéncia de vértices vy, vy, ..., v, 1, vy tal que
vj_1v; € E(G) para j = 2,...,k. Note que em um passeio pode haver
repeticao de vértices e arestas. Se v; = vy, dizemos que o passeio é fechado;
caso contrario, o passeio € aberto. Um passeio fechado é também denominado
circuito por alguns autores.

Uma trilha (“trail”) é um passeio vy,vs,..., V5 1,V Cujas arestas sao
todas distintas. Em uma trilha pode haver repeticao de vértices, mas nao
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de arestas. Assim como no caso dos passeios, as trilhas também podem ser
classificadas em fechadas e abertas.

Um caminho (“path”) é um passeio vy, v, ..., vUx_1, v onde os vértices
sao todos distintos. Note que em um caminho, como nao pode haver re-
peticao de vértices, nao ha repeticao de arestas. Portanto, todo caminho é
uma trilha (mas nem toda trilha é um caminho). O comprimento de um
caminho é o numero de arestas neste caminho. Observe que nao pode haver
“caminho fechado”, pois em um caminho nao ha repeticao de vértices. Se
P é um caminho e u, v sao vértices deste caminho, denotamos por Plu,v] o
subcaminho de P que vai de u até v.

Um ciclo (“cycle”) é um passeio vy, va, . .., Vk_1, vk tal que vy, vg, ..., Ugp_1
¢ um caminho e v; = v,. Por definicao, em um ciclo devemos ter £ > 3. O
comprimento de um ciclo é o nimero de vértices (ou arestas) presentes no
ciclo. Um ciclo de comprimento trés é também chamado de triangulo. Um
ciclo de comprimento fmpar [par] é chamado simplesmente de ciclo impar
[ciclo par].

Uma corda é uma aresta que liga dois vértices nao consecutivos de um
ciclo (ou caminho). Um ciclo (resp., caminho) induzido em um grafo G é um
ciclo (resp., caminho) sem cordas. Um ciclo induzido de comprimento pelo
menos quatro é chamado de buraco (“hole”). Utilizamos a notacao Cj, para
designar um ciclo induzido com k vértices e a notagao Py para designar um
caminho induzido com k vértices.

Exemplo 1.4. Considere novamente o grafo G do Exemplo 1.1. Entao:

Wi =u,v,a, z,y,x,a,z ¢ um passeio aberto;
Wy =u,v,a,z,y,,a,z,u é um passeio fechado;
T =a,v,w,x,a,zy é uma trilha aberta;

P =u,v,w,x,a,z vy é um caminho;

Py = u,v,w,z,y ¢ um caminho induzido;

Ci =u,v,w,x,y,z,u é um ciclo;

Cy = u,v,a,z,u é¢um ciclo induzido.

Observacao 1.1. Muitas vezes, sera ttil considerar passeios, trilhas, cami-
nhos e ciclos como grafos (ou subgrafos), em vez de considera-los simples-
mente como sequéncias de vértices. Assim, por exemplo, podemos nos referir
a um caminho P com k vértices como um grafo P tal que V(P) = {vy,..., v}
e E(P) = {Uj,ﬂ)j | 2 S] < ]{Z}
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1.7 Distancia, excentricidade, diametro

A distancia entre dois vértices x e y é o comprimento do menor caminho de
x a y no grafo. Utilizamos a notagao dist(z,y) para representar a distancia
entre = e y. Para qualquer vértice x, vale dist(x,z) = 0.

A excentricidade de um vértice v em um grafo GG é definida como:

exc(v) = max{dist(v,z) | z € V(G)}.

Ja o diametro de um grafo G define-se do seguinte modo:

diam(G) = max{ezc(v) | v € V(G)}.

O centro de um grafo G é o conjunto de vértices de G com excentricidade
minima.

1.8 Isomorfismo de grafos

Dois grafos G e H sao isomorfos se existe uma bijegao f : V(G) — V(H)
tal que zy € E(G) se e somente se f(z)f(y) € E(H). Informalmente, G
e H sao o “mesmo” grafo, a menos de rotulagoes distintas para os vértices.
Utilizamos a notagao G = H para designar que G e H sao isomorfos.

Sejam G e H grafos quaisquer. Se existir algum subgrafo G’ de G que seja
isomorfo a H, dizemos que G contém H. Se existir algum subgrafo induzido
G' de G que seja isomorfo a H, dizemos que G contém H como subgrafo
induzido. Se nenhum subgrafo induzido de G é isomorfo a H, dizemos que
G é livre de H.

1.9 Maximalidade e minimalidade

Um conjunto S é mazimal em relagdo a uma propriedade P se: (i) S satisfaz
P; (ii) nao existe conjunto S’ que satisfaga P e que contenha S propriamente.

Um conjunto S é mdzimo em relagdo a uma propriedade P se: (i) S
satisfaz P; (ii) ndo existe conjunto S’ que satisfaga P e que possua mais
elementos do que S.

11
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Todo conjunto maximo ¢ também maximal, mas nem todo conjunto ma-
ximal é maximo.

Exemplo 1.5. Considere o grafo G do Exemplo 1.1. Os conjuntos de vértices
S1 = {u,w,y} e Sy = {a,v,x, 2z} sdo ambos conjuntos independentes maxi-
mais de G, mas apenas Sy ¢ um conjunto independente maximo de G.

De forma andloga, um conjunto S é minimal em relacao a uma propri-
edade P se: (i) S satisfaz P; (ii) nfo existe conjunto S’ que satisfaca P e
que esteja propriamente contido em S. Um conjunto S é minimo em relagao
a uma propriedade P se: (i) S satisfaz P; (ii) ndo existe conjunto S’ que
satisfaca P e que possua menos elementos do que .S. Todo conjunto minimo
¢ também minimal, mas nem todo conjunto minimal é minimo.

Exemplo 1.6. Seja G um grafo qualquer. Um subconjunto C' C V(G) é
uma cobertura (por vértices) de G se toda aresta de G tem pelo menos um de
seus extremos em C'. Considerando os mesmos conjuntos S e Sy do exemplo
anterior, temos que S; e Sy sao coberturas minimais de G, mas apenas S; €
uma cobertura minima de G.

Os conceitos mazimal/mdzimo e minimal/minimo também se aplicam a
grafos e subgrafos.

1.10 Grafos conexos e desconexos
Um grafo G é conexo se existe caminho entre qualquer par de vértices de G.
Caso contrario, G é desconexo.

Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal
de G. Denotamos por w(G) o nimero de componentes conexas de G. E claro
que G é conexo se e somente se w(G) = 1.

1.11 Grafos bipartidos

Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em conjuntos X e Y
de modo que toda aresta de G tem um extremo em X e outro em Y. Como
consequencia desta definicao, X e Y sao conjuntos independentes.

12
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Exemplo 1.7. O grafo G do Exemplo 1.1 é um grafo bipartido, onde X =
{a,u,w,y} e Y = {v,z, z}.

Um grafo bipartido G sera bipartido completo se, para qualquer par de
vértices x,y com z € X ey € Y, vale que zy € E(G). Denotamos por
K, , um grafo bipartido completo com p vértices em X e ¢ vértices em Y.
Obviamente, K, , tem pgq arestas.

O seguinte teorema ¢ uma caracterizacao de grafos bipartidos.

Teorema 1.2. Um grafo G € bipartido se e somente se G nao contém ciclos
impares.

Demonstragao. Suponha por absurdo que GG é um grafo bipartido contendo
um ciclo impar C' = vy, v9, ..., Vg, Uory1, U1 , para algum inteiro k > 1. Seja
X UY uma bipartigdo de V(G), e suponha sem perda de generalidade que
vy € X. Temos entao que v € Y, v3 € X, ..., vg, € Y € vy € X.
Mas isto implica que a aresta v1vg;41 possui seus dois extremos em X, uma
contradicao. Isto completa a prova da necessidade.

Suponha agora que GG nao contenha ciclos impares. Vamos provar que G
¢é bipartido. E facil ver que um grafo é bipartido se e somente se todas as
suas componentes conexas sao grafos bipartidos. Assim, basta considerar o
caso em que GG é conexo.

Considere um vértice vy qualquer de GG. Defina os seguintes conjuntos:
X ={v e V(G) | dist(vy,v) é par},
Y = {v e V(G) | dist(vy,v) é impar}.

Para completar a demonstracao, vamos mostrar que X é um conjunto
independente. (A prova de que Y é um conjunto independente é similar.)
Observe inicialmente que dois vértices vy, vo € X que estao a distancias dis-
tintas de vg ndo podem ser adjacentes, caso contrario dist(vg, v1) e dist(vg, vz)
difeririam no maximo em uma unidade. Considere entao que ambos estejam
a uma mesma distancia d de vy. Sejam P; e P, caminhos com comprimento d
de vy a vy e vy, respectivamente. Seja z o vértice mais préximo de vy tal que
z € V(P) NV (P,). (Eventualmente, podemos ter z = vy.) E facil ver que
dist(z,v1) = dist(z,vq). Sejam Py[z,v1] e P2z, v5] 0s subcaminhos de Py e P,

13
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que vao de z a v1 e vq, respectivamente. Concluimos que estes subcaminhos
tém o mesmo comprimento. Assim, v; e v9 nao podem ser adjacentes, caso
contrario haveria um ciclo impar em G, a saber (Pi[z,v1] U Py[z,vs]) + v10a.
Isto completa a prova da suficiéncia. O

Observagao 1.2. Uma generalizacao da definicao de grafo bipartido com-
pleto é a definicao de grafo k-partido completo, que é aquele cujo conjunto
de vértices estda particionado em conjuntos independentes Vi, Vs, ..., Vi, e
tal que existe uma aresta entre dois vértices u e w se e somente se u e w
pertencem a conjuntos distintos desta particao.

1.12 Propriedades hereditarias

Dado um grafo G, uma propriedade ¢é hereditdria por subgrafos [induzidos]
se, quando ela é valida para G, é valida também para todos os subgrafos
[induzidos| de G.

Exemplo 1.8. Se o grafo G ¢ livre de triangulos, entao “ser livre de triangu-
los” é uma propriedade hereditaria por subgrafos e por subgrafos induzidos.

Exemplo 1.9. Se o grafo GG possui um vértice universal, entao “possuir um
vértice universal” nao é uma propriedade hereditaria por subgrafos, nem por
subgrafos induzidos.

Exemplo 1.10. Se o grafo GG é completo, entao “ser completo” nao é uma
propriedade hereditaria por subgrafos, mas ¢ uma propriedade hereditaria
por subgrafos induzidos.

Obviamente, toda propriedade hereditaria por subgrafos quaisquer tam-
bém ¢é hereditaria por subgrafos induzidos.

1.13 Grafos como estruturas de dados

A matriz de adjacéncias de um grafo G é uma matriz A, «, onde:

1,seij € E(G);
Ali, j] =
0,se ij ¢ E(G).
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A matriz de adjacéncias é simétrica e possui zeros na sua diagonal prin-
cipal. Utilizando a matriz de adjacéncias como estrutura de dados, basta
armazenar o triangulo superior da matriz.

A matriz de adjacéncias gasta meméria quadratica (O(n?)), mas o tempo
de acesso é constante — gasta-se tempo O(1) para decidir se dois vértices sao
vizinhos.

A lista de adjacéncias de um grafo G é um outro tipo de estrutura de
dados para armazenar G. Neste tipo de representacao, utiliza-se um vetor
de ponteiros, onde cada ponteiro estd associado a um vértice de G e aponta
para uma lista encadeada contendo os vizinhos deste vértice.

O ntmero de células de memoria em uma lista de adjacéncias é n + 2m.
Utilizando esta estrutura, gasta-se tempo O(n) no pior caso para decidir se
dois vértices sao vizinhos.

1.14 Exercicios

1.1. Prove o Teorema da Amizade: em qualquer festa com pelo menos seis
pessoas, ou trés se conhecem mutuamente, ou trés nao se conhecem
mutuamente.

1.2. Prove ou refute: se G é um grafo conexo, entao dois caminhos de
comprimento maximo de G possuem necessariamente pelo menos um
vértice em comum.

1.3. Prove ou refute: se G é um grafo contendo exatamente dois vértices
de grau impar, entao existe necessariamente um caminho ligando estes
dois vértices em G.

1.4. Prove ou refute: se 6(G) > 3(n — 2) entdo G é conexo.

1

2

1.5. Mostre que em uma festa com n > 2 pessoas, existem pelo menos duas
pessoas com o mesmo nimero de conhecidos.

1.6. Um grafo k-partido é tal que seus vértices podem ser particionados em
k conjuntos Vi, Vs, .., Vi, de tal maneira que dois vértices pertencentes
um mesmo subconjunto V; sao sempre nao adjacentes. Um grafo k-
partido completo é aquele em que todo par de vértices pertencentes a
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

partes distintas é adjacente. Um grafo k-partido completo em que cada
parte possua |n/k| ou [n/k]| vértices é denominado grafo de Turdn e
denotado por T ,.

(a) Determinar o nimero de arestas de Tk,

(b) Mostrar que se G é um grafo k-partido completo entao |E(G)| <
| The.n-

Prove que para todo grafo G vale §(G) < 2m/n < A(G).

Resolva os itens abaixo.

(a) Existe um multigrafo com a seguinte seqiiéncia de graus:
(3,3,3,3,5,6,6,6,6)7

(b) Existe um multigrafo com a seguinte seqiiéncia de graus:
(1,1,3,3,3,3,5,6,8,9)7

(c) Existe um grafo (simples) com a seqiiéncia de graus do item an-
terior?

(d) Demonstre que a seqiiéncia (dy,ds, ..., d,) de inteiros nao negati-
vos é uma seqiiéncia de graus de algum multigrafo se e somente

se >, d; é par.
Um grafo (simples) é auto-complementar se G = G.

(a) Dé dois exemplos de pares de grafos auto-complementares.
(b) Prove que um grafo auto-complementar tem 4k ou 4k + 1 vértices,

para k inteiro nao negativo.

Sejam u e v dois vértices em um grafo GG. Mostre que existe um passeio
entre u e v se e somente se existe um caminho entre u e v.

Seja G um grafo satisfazendo uma propriedade P. Classifique (se hou-
ver) o tipo de hereditariedade de P (por subgrafos quaisquer e/ou por
subgrafos induzidos), nos seguintes casos:

(a) G é bipartido.

(b) G é auto-complementar.
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G é conexo.
G é k-regular.
A(G) = k.

GG nao contém ciclos.
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