
Gabarito da Segunda Prova { Matem�atia Combinat�oria - 20071. \N~ao existe grafo om n�umero��mpar de v�erties de grau��mpar". Verdadeiro. Poisse houvesse um tal grafo G, ter��amos o seguinte. Sejam Vp; Vi os subonjuntos dev�erties de G om graus pares e ��mpares, respetivamente. Ent~ao:Xv2V (G) d(v) =Xv2Vp d(v) +Xv2Vi d(v)Logo: Xv2Vi d(v) = Xv2V (G) d(v)�Xv2Vp d(v) = 2m�Xv2Vp d(v)ComoPv2Vp d(v) �e um n�umero par, segue que o lado direito da igualdade aima�e um n�umero par.No entanto, assumindo que Vi tem um n�umero ��mpar de elementos, temos que olado esquerdo da mesma igualdade �e um n�umero ��mpar. Absurdo.2. Sabemos que se um grafo admite um Passeio Euleriano Aberto ent~ao ele temexatamente dois v�erties de grau ��mpar. Mas no grafo G desta quest~ao todos osv�erties s~ao de grau par. Logo G N~AO admite Passeio Euleriano Aberto.3. O grafo G desta quest~ao s�o possui ilos pares, portanto �e bipartido, isto �e, seusv�erties podem ser divididos em verdes e vermelhos de modo que vizinhos tenhamores diferentes. Se G fosse Hamiltoniano, um ilo Hamiltoniano de G seria obvi-amente par, e neste aso G teria um n�umero igual de v�erties verdes e vermelhos.Mas o n�umero de v�erties de G �e ��mpar! Logo, G N~AO �e Hamiltoniano.4. O grafo G desta quest~ao n~ao possui ilos de tamanhos 3 ou 4. Logo, se forplanar, toda fae de G ser�a limitada por no m��nimo 5 arestas; e omo adaaresta pertene a exatamente duas faes, teremos 5f � 2m, onde f e m s~ao osn�umeros de faes e arestas de G, respetivamente. Juntando esta express~ao omn + f = m + 2 (f�ormula de Euler) vem m � 5n�103 . Isto �e, se G for planar, estaf�ormula deve ser satisfeita. Mas, para este grafo G, temos m = 15 e n = 10, eportanto 15 > 5:10�103 . Logo G N~AO �e planar.5. Vamos tentar olorir o grafo G desta quest~ao om três ores a; b; . Numere osv�erties de G da seguinte forma: 1,2,3,4,5 para o ilo externo (ome�ando doalto e andando no sentido hor�ario); 6,7,8,9,10 para as pontas da estrela en-tral (novamente, ome�ando do alto e andando no sentido hor�ario); e 11 para ov�ertie entral. O ilo externo admite uma �unia olora�~ao para 1,2,3,4,5, que�e a; b; ; a; b (as outras s~ao sim�etrias a esta.) Seguindo nossa estrat�egia de usarapenas 3 ores, temos que 7 obrigatoriamente tem que ser b, 8 tem que ser , e9 tem que ser a. Mas omo 11 �e vizinho de 7,8 e 9, o v�ertie 11 neessita umaquarta or diferente de a; b; . Logo G N~AO �e 3-olor��vel.


