Buscas em grafos

« Busca: & um processo sistematico (algoritmo)
utilizado para percorrer (visitar) os veértices e
arestas de um grafo.

* Alideia é explorar o grafo de modo a resolver
um problema ou extrair informacoes de sua
estrutura.

« Buscas que estudaremos:
* Busca em profundidade (depth-first search)
« Busca em largura (breadth-first search)



Busca em profundidade

Inicializacao
t<—0 --téorelogio ou tempo global

para todo vértice vem V(G) faca

PE(V) < 0 -- PE(v) é a profundidade de entrada de v
PS (V) <0 -- PS(v) é a profundidade de saida de v
pai(v) < null -- ponteiros que definem a arvore de profundidade

Chamada Externa
escolher um vértice qualquer vem V(G) -- este vertice € chamado raiz da busca

executar P(v)



Busca em profundidade

Procedimento recursivo de busca
procedimento P(V)

t—t+1
PE(V) «t
para todo vértice w em N(v) faca

se PE(W) =0

i visitar aresta vw  (aresta “azul” da arvore de profundidade T )

entdo < pai(w) «— v (v é o0 pai de w na arvore de profundidade T)
executar P(w)

senao {g PS(w)=0e w+#pai(v) (sew nao saiu da busca e néao é pai de v)
| entdo visitar aresta vw (aresta “vermelha” de retorno)
fim-para
t—1t+1
PS(v) <t
fim-do-procedimento
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P(e) — N(e) ={c, d, T, g}
P(c) — N(c) ={a, b, d, e}
P(@) — N(a) ={b, c}
P(b) —» N(b) ={a, c, d}
P(d) — N(d) = {b, c, e}
P(f) — N(f) ={e, 0}
P(9) — N(g) ={e, f}

Vv f g
PE(V) 10 11
PS(v) 0 0




Busca em profundidade

P(e) — N(e) ={c, d, T, g}
P(c) — N(c) ={a, b, d, e}
P(@) — N(a) ={b, c}
P(b) —» N(b) ={a, c, d}
P(d) — N(d) = {b, c, e}
P(f) — N(f) ={e, 0}
P(9) — N(g) ={e, 1}

Vv f g
PE(V) 10 11
PS(v) 0 0




Busca em profundidade

P(e) — N(e) ={c, d, f, g}
P(c) — N(c) ={a, b, d, e}

P(a) — N(a) = {b, c} v . a | b | c | d | e f g

P(b) — N(b) = {a, c, d} PE(v) | 3 4 2 5 1 10 11

P(d) — N(d) = {b, c, e} PS(v) | 8 7 9 6 0 0 12

P(f) — N(f) ={e, g}
P(g) — N(g) = {e, T}



Busca em profundidade

P(e) — N(e) ={c, d, f, g}
P(c) — N(c) ={a, b, d, e}

P(a) — N(a) = {b, c} v . a | b | c | d | e f g

P(b) — N(b) = {a, c, d} PE(v) | 3 4 2 5 1 10 11

P(d) — N(d) = {b, c, e} PS(v) | 8 7 9 6 0 13 12

P(f) — N(f) ={e, g}
P(g) — N(g) = {e, T}



Busca em profundidade

P(e) — N(e) ={c, d, f, g}
P(c) — N(c) ={a, b, d, e}

P(a) — N(a) = {b, c} v . a | b | c | d | e f g

P(b) — N(b) = {a, c, d} PE(v) | 3 4 2 5 1 10 11

P(d) — N(d) = {b, c, e} PS(v) | 8 7 9 6 0 13 12

P(f) — N(f) ={e, g}
P(g) — N(g) = {e, T}



Busca em profundidade

P(e) — N(e) ={c, d, T, g}
P(c) — N(c) ={a, b, d, e}
P(@) — N(a) ={b, c}
P(b) —» N(b) ={a, c, d}
P(d) — N(d) = {b, c, e}
P(f) — N(f) ={e, 0}
P(9) — N(g) ={e, 1}

Vv e f g
PE(v) 1 10 11
PS(v) 14 13 12




Busca em profundidade

“Esgotar o filho antes de esgotar o pa1”

“A proxima aresta a ser visitada parte sempre do
Vértice mais recente na busca”




Busca em profundidade

Complexidade da busca em profundidade:
O(n + m)

(onden=|V(G)| e m=|E(G)| )




Busca em profundidade

Se o grafo for desconexo, a busca alcancara
apenas 0s Vveértices gue estdo conectados ao
vertice-raiz da busca por caminhos!!

Alternativa:
modificar a chamada externa para alcancar todo o grafo

enquanto existe v em V(G) tal que PE(v) =0 faca
executar P(v)




Busca em profundidade

Uma arvore e um grafo conexo e aciclico (sem ciclos).

Se o grafo de entrada G é conexo, a arvore de
profundidade T € uma arvore geradora de G (isto e,
uma arvore que alcanca todos os vértices de G); neste
caso, todos os veértices de G sao alcancados pela busca e
ficam com uma PE diferente de zero no final da mesma.

Somente as arestas azuis (ligando pai e filho)
pertencem a arvore de profundidade T. As arestas
vermelhas (arestas de retorno) nao pertencema T.




Busca em profundidade

Propriedades das arestas de retorno
» Toda aresta de retorno fecha um ciclo.

» Toda aresta de retorno liga um vertice v a um de seus
ancestrais na arvore de profundidade T.




Busca em profundidade

Intervalos de vida dos vertices: v é descendente de w na arvore de profundidade T se e
somente se o intervalo de vida de v esta contido no intervalo de vida de w.
Isto €: PE(v) > PE(w) e PS(v) < PS(w) (v “entra depois” e “sai antes” de w).




Busca em profundidade

Aplicacao 1: Dado um grafo G, verificar se G é conexo.

Solucao: Rodar o laco abaixo.
c<—0
enguanto existe v em V(G) tal que PE(v) =0 faca
c—c+1
executar P(v)
fim-enquanto

No final da execucdo, a variavel c € igual ao niumero de
componentes conexas de G (subgrafos conexos maximais
que compoem G).




Busca em profundidade

Aplicacao 2: Dado um grafo G e dois vértices v, w de G,
verificar se existe um caminho de vawem G.

Solucao: Basta executar uma unica vez o procedimento
P(v). No final da execucao, se PE(w) = 0 entao w nao foi
alcancado pela busca com raiz v, isto €, w esta em uma
componente conexa diferente da de v, e portanto nao existe
caminho de vaw em G. Caso contrario, se PE(w) # 0,
entao w fol alcancado, e existe um caminho de vawem G;
neste caso, w sera descendente de v na arvore de
profundidade T, e para determinar o caminho basta rodar o
algoritmo a seqguir.




Busca em profundidade

Aplicacao 2: Dado um grafo G e dois vértices v, w de G,
verificar se existe um caminho de vawem G.

Solucao (continuacao):
X «— W
C «— X
enquanto x # v faca
X «— pal(x)
colocar x aesquerda em C
fim-enquanto
imprimir C  Obs: C n&o é necessariamente o melhor




Busca em profundidade

Aplicacao 3: Dado um labirinto, determinar um caminho
da entrada ate a saida (se existir).




Busca em profundidade

Aplicacao 3 - Solucao: Montar o grafo correspondente ao
labirinto e usar a solucao da aplicacao anterior.




Busca em profundidade

Aplicacao 3 - Solucao: Montar o grafo correspondente ao
labirinto e usar a solucao da aplicacao anterior.




Busca em profundidade

Aplicacao 3 - Solucao: Montar o grafo correspondente ao
labirinto e usar a solucao da aplicacao anterior.




Busca em profundidade

Aplicacao 3 - Solucao: Montar o grafo correspondente ao
labirinto e usar a solucao da aplicacao anterior.




Busca em profundidade

Aplicacao 4: Dado um grafo G, encontrar um ciclo de G
ou concluir que G é aciclico.

Solucao: Executar uma busca em profundidade em G.
Teremos dois casos:

* A Dbusca nao gerou nenhuma aresta de retorno.
Entdo, G é aciclico, e as arestas azuis formam uma
floresta geradora (um conjunto de arvores, uma
para cada componente conexa).

* Abusca gerou uma aresta de retorno vw. Entéo, v €
descendente de w na arvore, e um ciclo C é formado.
Para determinar C, basta rodar o algoritmo a seguir:




Busca em profundidade

Aplicacao 4: Dado um grafo G, encontrar um ciclo de G
ou concluir que G é aciclico.

Solucao (continuacao):

X «— V
C«—X
enguanto x # w faca

X «— pal(x)
colocar x adireita em C
fim-enquanto

colocar v adireita em C (para fechar o ciclo)
Imprimir C




Busca em profundidade

Aplicacao 5: Dado um grafo G, decidir se G e 2-colorivel.

Um grafo G ¢ 2-colorivel (ou bipartido) se podemos
colorir os vertices de G com duas cores de modo que
vertices vizinhos nao recebam a mesma cor.
Teorema: G e 2-colorivel se e somente se G nao
contéem um ciclo impar (ciclo com namero impar de

arestas.




Busca em profundidade

Aplicacao 5: Dado um grafo G, decidir se G e 2-colorivel.

G H
a b a’ b
C d C d
e f e f
g h g' @ n

?

2-colorivel nao 2-colorivel




Busca em profundidade

Aplicacao 5: Dado um grafo G, decidir se G e 2-colorivel.

\

Solucao: Atribuir cor “0” a raiz da busca e rodar:
procedimento P(v)
t—1t+1;,PE(V) «t
para todo vertice w em N(v) faca
. se PE(w)=0
entao |visitar vw;
pai(w) < v; cor(w) «— 1 — cor(v);
executar P(w)
senao se PS(w) =0¢e w # pai(v)
entao se cor(w) # cor(v)
entao visitar vw
senao pare: ciclo impar! (imprimir como na Aplic.4)

fim-para
t—1¢+1;PS(V) —t




Busca em profundidade

Exercicio: Elaborar um método (algoritmo) para resolver a
seguinte questdo: Dado um grafo conexo G e uma arvore
geradora T de G, decidir se T € uma arvore de profundidade
para G. Isto &, decidir se existe uma busca em profundidade
em G que produza T como arvore de profundidade.




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

« Uma articulacao de um grafo conexo G e um vertice
Vv cuja remocao desconecta G.

e Sev e articulacédo entdo o(G—V) > o(G), Isto &, 0
nimero de componentes conexas de G—v é maior do
que o numero de componentes conexas de G.




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

« Uma bloco de um grafo G é um subgrafo maximal H
de G com a seguinte propriedade: H (considerado
Isoladamente) é conexo e nao contém articulacoes.

 Em alguns casos, um bloco pode ser formado por
uma unica aresta. Esta aresta sera chamada ponte.

 Em todo bloco que nao seja uma ponte, existem
dois caminhos internamente disjuntos entre qualquer
par de vertices. Neste caso, 0 bloco € um subgrafo
maximal biconexo.




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

G
a b
cEd
e7f
g




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

G
a b
cEd
e7f
g




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

G
a b
cEd
e7f
g




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

G

O articulacéo a E b

c ¢ d
e 7f
g




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

O articulacao

na
-----
. .
. .




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

O articulacao

.........
. .




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

grafo!

.
''''
., .
., (34
s .
------
-----------

O articulacéo Sa b=,
A remocao de uma
P , IR A ponte desconecta o
% C d



Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

* Os blocos de um grafo G determinam naturalmente
uma particao do conjunto de arestas de G, isto €,
cada aresta pertence a um e apenas um bloco de G.

« O mesmo nao ocorre em relacao aos vertices:

e SeV pertence a mais de um bloco entdo v e
uma articulacao

e SeV pertence a um Unico bloco entdo v nao é
uma articulacao




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

* Considerando o grafo como uma rede ...
 articulacOes sao nos criticos
* pontes sdo conexoes criticas




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

Definicao:
Seja T uma arvore de profundidade para o grafo G.

back(v) = PE do vertice w mais proximo da raiz de T que
pode ser alcancado a partir de v usando O ou mais arestas
de T para baixo e, a seguir, N0 maximo uma aresta de
retorno.




Busca em profundidade




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

Como calcular back(v)

back(v) = min( { PE(v) } U
{ back(w) |wefilhodevem T} U
{ PE(w) | vw é aresta de retorno } )




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

procedimento P(v) -- com calculo de back(v)

t —t+1; PE(V) < t; back(v) < PE(v); =>Inicializacao

para todo vertice w em N(v) faca

se PE(w) =0
entao, visitar vw; pai(w) <« v,
executar P(w)
back(v) <« min( back(v), back(w) )
sendo se PS(w) =0e w # pai(Vv)
entao| visitar vw

back(v) «— min( back(v), PE(w) )

fim-para
t<—t+1; PS(V) «—t




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

Como usar os valores back(v) para determinar as
articulacoes

Teorema: Seja T uma arvore de profundidade para um
grafo G. Suponha que os valores PE(v) e back(v) estejam
calculados. Seja v um vértice qualquer de G.
 Sevearaizde Tentdo v é articulacao sss v possui
dois ou mais filhos em T.
 SevnaoéaraizdeTentdo v e articulagao sss existe
pelo menos um filho w de v com back(w) = PE(v).




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

procedimento P(v) -- com calculo de back(v) e dos blocos (idéia: usar uma pilha)
t—t+1; PE(V) < t; back(v) «— PE(v); => inicializacao
para todo vertice w em N(v) faca
se PE(w) =0
entao [|visitar vw; empilhar vw; pai(w) <« v
executar P(w)
se back(w) > PE(v) entdo desempilhar e imprimir tudo ate vw
back(v) < min( back(v), back(w) )
senao se PS(w) =0¢e w # pai(V)
entao |visitar vw; empilhar vw
back(v) < min( back(v), PE(w) )

fim-para
t<—t+1;,PS(v) «t




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

Algumas questoes:

» Se abusca em profundidade se iniciar por um vértice
que nao e articulacio, entao a raiz da arvore de
profundidade tera apenas um filho! (veja o Teorema)

* Exercicio: Simular a execucao para observar o
comportamento da pilha de arestas.

« Exercicio: Fazer pequenos acrescimos no codigo para
determinar as articulacoes e as pontes.




Busca em profundidade

Aplicacao 6: Dado um grafo G, determinar as articulacoes
e 0s blocos de G.

Observacao:

« Um filho w de v que satisfaca back(w) > PE(v) é
chamado de demarcador de v.

» Exercicio: Verificar se cada bloco possui 0 seu proprio
demarcador. (Se isto for verdade, entdo o numero de
demarcadores é igual ao numero de blocos.)




Busca em profundidade p/ digrafos

Inicializacao
t<—0 --téorelogio ou tempo global

para todo vértice vem V(G) faca

PE(V) < 0 -- PE(v) é a profundidade de entrada de v
PS (V) <0 -- PS(v) é a profundidade de saida de v
pai(v) < null -- ponteiros que definem a floresta de profundidade T

Chamada Externa
enquanto existe v em V(G) tal que PE(v) =0 faca
executar P(v) -- nova raiz da busca



Busca em profundidade p/ digrafos

Procedimento recursivo de busca p/ digrafos
procedimento P(V)
t<—t+1,PE(V) «t
para todo vertice w em N ¢ (v) faca
se PE(w) = 0 (se w ainda nao foi alcancado pela busca)
marcar vw como aresta “azul” da floresta de profundidade T
entdo < pai(w) < v
executar P(w)

"se PS(w) =0 (se w ainda néo saiu da busca)
entdo marcar vw como aresta “vermelha” de retorno
sendo .  sendo se PE(v) < PE(w)
entao marcar vw como
Senao marcar vVw como aresta “verde” cruzamento

fim-para ~
t<—1t+1;PS(V) —t

fim-do-procedimento




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 4 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2

PS(v) | O 5 4 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2

PS(v) | O 5 4 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2

PS(v) | O 5 4 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2

PS(v) | O 5 4 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2 3 6

PS(v) | O 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2 3 6

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2 3 6

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V) | 1 2 3 6

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11

PS(v) | 8 5 4 7 0 0 | 12 | 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11

PS(v) 8 3) 4 7 0 13 12 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11

PS(v) 8 3) 4 7 0 13 12 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11

PS(v) 8 3) 4 7 14 13 12 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 6 9 | 10 11 | 15

PS(v) 8 3) 4 7 14 13 12 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

10

11

15

PS(v)

14

13

12




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

10

11

15

PS(v)

14

13

12

16




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i
PE(v) 9 10 11 15 17
PS(v) 14 13 12 16 0




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i ]
PE(v) 9 10 11 15 17 18
PS(v) 14 13 12 16 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i ]
PE(v) 9 10 11 15 17 18
PS(v) 14 13 12 16 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i ]
PE(v) 9 10 11 15 17 18
PS(v) 14 13 12 16 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i ]
PE(v) 9 10 11 15 17 18
PS(v) 14 13 12 16 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i ]
PE(v) 9 10 11 15 17 18
PS(v) 14 13 12 16 0 19




Busca em profundidade p/ digrafos

' e f g h i ]
PE(v) 9 10 11 15 17 18
PS(v) 14 13 12 16 20 19




Busca em profundidade p/ digrafos

Complexidade da busca em profundidade
para digrafos:

O(n + m)

(onden=|V(G)| e m=|E(G)| )




Busca em profundidade p/ digrafos

A floresta (direcionada) de profundidade T € uma
floresta geradora de G (isto €, uma floresta que
alcanca todos os vértices de G); neste caso, todos 0S
vertices de G sao alcancados pela busca e ficam com
uma PE diferente de zero no final da mesma.

Somente as arestas azuis (ligando pai e filho)
pertencem a floresta de profundidade T. As arestas de
retorno (vermelhas), de avanco e de
cruzamento (verdes) nao pertencema T.




Busca em profundidade p/ digrafos

Propriedades das arestas de retorno
 Toda aresta de retorno fecha um ciclo direcionado.

» Toda aresta de retorno liga um vertice v a um de seus
ancestrais na floresta de profundidade T.




Busca em profundidade p/ digrafos

Intervalo de vida de um vértice v : I(v) = [ PE(V) , PS(V) ]

— = 3> Q =~ ODd O O T D




Busca em profundidade p/ digrafos

Caracterizacao das arestas da floresta de profundidade
(arestas azuis)

Seja vw aresta de G. Entao:
v e uma aresta da floresta de profundidade

se e somente se
I(v) contém I(w) e, no momento da visita, PE(w) =0




Busca em profundidade p/ digrafos

Seja vw aresta de G. Entao:

e uma aresta de avanco
se e somente se
I(v) contém I(w) e, no momento da visita, PE(w) # 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Caracterizacao das arestas de retorno
(arestas vermelhas)

Seja vw aresta de G. Entao:
VW & uma aresta de retorno

se e somente se
I(v) esta contido em I(w)




Busca em profundidade p/ digrafos

Caracterizacao das arestas de cruzamento
(arestas verdes)

Seja vw aresta de G. Entao:
VW @ uma aresta de cruzamento

se e somente se
I(v) esta totalmente a direita de I(w)




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 1: Dado um digrafo G, determinar as
componentes fortemente conexas (cfc's) de G.

* Uma componente fortemente conexa de um digrafo
G é um subdigrafo H de G que € maximal com
relacao a seguinte propriedade:

“Para qualquer par de vértices v,w de H, existe
em H um caminho direcionado de v para w e um
caminho direcionado de w para v”




Busca em profundidade p/ digrafos

G
cfc
' e f g h i ]
PE(V) 9 10 | 11 | 15 | 17 @ 18
PS(v) 14 13 12 16 20 19




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 1: Dado um digrafo G, determinar as
componentes fortemente conexas de G.

* Ascfc’s de um digrafo G determinam naturalmente
uma particao do conjunto de vértices de G, isto &,
cada vértice pertence a uma Unica cfc de G.

« O mesmo nao ocorre em relacao as arestas: algumas
arestas nao pertencem a nenhuma cfc.

» Se apos a busca alguma aresta nao pertence a
nenhuma cfc, entao esta aresta pode ser da

. ou de . ou de
cruzamento.




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 1: Dado um digrafo G, determinar as
componentes fortemente conexas de G.

Definicao:
Seja T uma floresta de profundidade para o digrafo G.

old(v) = PE do veértice w mais antigo na busca que esteja
na mesma cfc de v e que possa ser alcancado a partir de v
usando O ou mais arestas azuis de T para baixo e, a seguir,
no maximo uma aresta de retorno ou de cruzamento.




Busca em profundidade p/ digrafos

G
b
cfc
Vv a b C d f g h | J
PE(V) | 1 2 3 6 9 10 | 11 | 15 | 17 | 18
PS(v) | 8 5 4 7 14 | 13 | 12 | 16 | 20 | 19
old(v) | 1 1 1 3 9 9 9 15 | 17 | 17




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 1: Dado um digrafo G, determinar as
componentes fortemente conexas de G.

Como calcular old(v)

old(v) =min( {PE(v) } U
{old(w) |wéfilhodevem T} U
{ PE(w) | vw é aresta de retorno } U
{ PE(w) | vw é aresta de cruzamento
e v,w estao na mesma cfc } )




Busca em profundidade p/ digrafos

procedimento P(v) -- com calculo de old(v) e das cfc’s
t —t+1; PE(V) < t; old(v) < PE(v); =>inicializacéo de old(v)
empilharvem Q
para todo vertice w em N, . (v) faca
se PE(w) =0
entdo ! marcar vw como aresta da floresta de profundidade
 pai(w) «— v; executar P(w)
' executar P(w); old(v) «— min( old(v), old(w) )
sendo se PS(w) =0
entdo :marcar vw como aresta de retorno
:0ld(v) « min( old(v), PE(w))
sendo se PE(v) < PE(w)
entdo marcar vw como aresta de
sendo :marcar vw como aresta de cruzamento
ise W esta em Q ent&o old(v)«—min(old(v), PE(w))

fim-para

t<—t+1,PS(V) «—t

se old(v) = PE(v) entdo desempilhar todos os vertices até v (inclusive) ==> formam cfc!
fim-do-procedimento




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 1: Dado um digrafo G, determinar as
componentes fortemente conexas de G.

Vertices fortes

« Um vértice v é forte se old(v) = PE(v) no momento em
que v sai da busca (Gltima linha do procedimento de
busca no slide anterior).

* A0 encontrar um vertice forte v, imediatamente
desempilhamos todos os vértices ate v. Os vértices
desempilhados formam uma nova cfc.




Busca em profundidade p/ digrafos

<
QD
(]
D
QO | =h
«©
>
o

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(V)

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 0 0 0 0

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 0 0 0

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

PE(v) | 1 2 3 0 0 0

PS(v) | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={ab,c}
Vv a b C e f g h | ]
PE(V) | 1 3 0 0 0
PS(v) O 0 4 0 0 0 0
old(v) 1




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={ab,c}
Vv a b C e f g h | ]
PE(V) | 1 2 3 0 0 0
PS(v) O 5 4 0 0 0 0
old(v) 1 1




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={ab,c}
Vv a b C e f g h | ]
PE(V) | 1 2 3 0 0 0
PS(v) O 5 4 0 0 0 0
old(v) 1 1




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={a,bcd}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 0 0 0
PS(V) 0 5 4 0 0 0 0 0 0
old(v) 1 1




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={a,bcd}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 0 0 0
PS(V) 0 5 4 0 0 0 0 0 0
old(v) 1 1




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={a,bcd}
Vv a b C d e f g h | J
PE(\V) | 1 2 3 6 0 0
PS(v) | O 5 4 7 0 0 0 0 0
old(v) 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Vértice forte!

3 Q={ab,cd}
Vv a b C d e f g h | J
PEM) 1 | 2 3 | 6 0
PS)| 8 | 5 | 4 7 0 | 0 | 0 | O 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Q=09
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 0 0
PS(v) 8 5 4 7 0 0 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={e}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 0
PS(v) 8 5 4 7 0 0 0 0 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={e}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 0
PS(v) 8 5 4 7 0 0 0 0 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={ef}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 10 0
PS(v) 8 5 4 7 0 0 0 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={ef g}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 6 10 11
PS(v) 8 5 4 7 0 0 0 0 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={ef g}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 6 10 11
PS(v) 8 5 4 7 0 0 0 0 0
old(v) 1 1 1 3




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={ef g}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 6 10 11
PS(v) 8 5 4 7 0 0 12 0 0
old(v) 1 1 1 3 9




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={ef g}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 6 10 11
PS(v) 8 5 4 7 0 13 12 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={ef g}
Vv a b C d e f g h | J
PE(V) | 1 2 3 6 10 11
PS(v) 8 5 4 7 0 13 12 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Vértice forte!

¥ Q={efg)

Vv a b C d e f g h i J
PE(V) | 1 2 3 6 9 10 11 0
PS(v) | 8 5 4 7 14 13 12 0 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Q=09
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 0 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={h}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 0 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={h}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 0 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Vértice forte!

Q={h} i

Vv a b C d e f g h i J
PE(V) | 1 2 3 6 9 10 11 15
PS(v) | 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

Q=09
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={i}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15 17
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={nJ}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15 17 18
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={nJ}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15 17 18
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={nJ}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15 17 18
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

b
Q={nJ}
Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15 17 18
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 0 0
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15




Busca em profundidade p/ digrafos

Q={1J}

Vv a b C d e f g h | J
PE(Vv) | 1 2 3 6 9 10 | 11 | 15 @ 17 | 18
PS(v) | 8 5 4 7 14 13 12 16 0 19
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15 17




Busca em profundidade p/ digrafos

Vértice forte!

Q={i,j} 3

Vv a b C d e f g h i J
PE(Vv) | 1 2 3 6 9 10 | 11 | 15 @ 17 | 18
PS(v) | 8 5 4 7 14 13 12 16 20 19
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15 17 17




Busca em profundidade p/ digrafos

Q=0 ==>FIM!

Vv a b C d e f g h | J
PE(v) | 1 2 3 6 9 10 11 15 17 18
PS(v) 8 5 4 7 14 13 12 16 20 19
old(v) 1 1 1 3 9 9 9 15 17 17




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 1: Dado um digrafo G, determinar as
componentes fortemente conexas de G.

Observacoes finais

« Adeterminacao das cfc’s obviamente produz sempre
0 mesmo resultado, independentemente da ordem de
visita dos vértices/arestas escolhida para a busca!

* Uma aresta vw pode desempenhar um papel em uma
busca e outro papel em outra. Exemplo: vw pode ser
aresta de cruzamento em uma busca e ser de avanco
em outra, e assim por diante.




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

« Um digrafo G e aciclico se G ndo contém ciclos

direcionados.

« Uma ordenacao topologica de um digrafo aciclico
G € uma ordenagao v, V, V5 ... V,_, V,, dos vertices de
G com a seguinte propriedade:

“se existe uma arestaem G de v;av; entao i <j”




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Uma ordenacao topolégicade G: i jhefgabdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Uma ordenacao topolégicade G: i jhefgabdc

Outra ordenacao topologicade G: e i Jjhafgdbc




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

Como decidir se um dado digrafo é aciclico?

Basta rodar uma busca em profundidade sobre G. Se
esta busca nao produzir nenhuma aresta de retorno,

entdao G é aciclico.

Se uma busca sobre G nao produz aresta de retorno,
entdo nenhuma outra busca produzira aresta de

retorno!




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um

digrafo aciclico G, obter uma

ordenacao topologica de G.

Aplicacoes da ordenacao topoldgica

« Escalonamento de atividades: cada vertice representa

uma atividade, e cad
Indica que a atividac

a aresta direcionada de a para b
e b sO pode ser executada depois

da atividade a. A ord

enacao topologica fornece portanto

uma sequéncia viavel para a realizacao das atividades.




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

Aplicacoes da ordenacao topoldgica

« Escalonamento de tarefas em um unico processador:
cada vértice representa uma tarefa, e cada aresta
direcionada de a para b indica que a tarefa a deve
enviar um dado para a tarefa b (a tarefa b so pode
Iniciar sua execucao depois que a tarefa a enviar o
dado). Dado que existe um Unico processador para
executar as tarefas, a ordenacao topologica fornece uma
sequéencia de execucao das tarefas no processador.




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

Algoritmo para ordenacao topologica de um digrafo G :

1. Rodar uma busca em profundidade sobre G. Se esta
busca produziu alguma aresta de retorno, entao pare: G
nao é aciclico. Caso contrario, va para o passo 2.

2. Ordene os valores das profundidades de saida geradas
pela busca em ordem decrescente.

3. Faca v, como o vértice de maior PS, v, como o vertice
de segunda maior PS, e assim por diante.

4. A ordenacao v, V, V5 ... V,_; V, obtida no passo 3 € uma
ordenacao topologica!




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(V)
PS(v) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(V)
PS(v) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(V)
PS(v) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(V)
PS(v) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(V)
PS(v) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4
PS(v) | O 0 0 0 0 0 5 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 0 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4 2
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4 2
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4 2
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4 2
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 0 0




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4 2
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 0 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 0 0 3 4 2 1
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 | 10 @ 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 o | 11 | 3 4 2 1
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 | 10 @ 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 o | 11 | 3 4 2 1
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 | 10 @ 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE(v)| O 0 0 o | 11 | 3 4 2 1
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 | 10 @ 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE) O | 12 | © 0o | 11 | 3 4 2 1
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 10 | 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE) O | 12 13 | 0 | 11 | 3 4 2 1
PS(v) | O 0 0 0 0 6 5 7 10 | 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()) 0 | 12 | 13 | © 11 3 4 2 1
PS(v) | O o | 14 o0 0 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()) 0 | 12 | 13 | © 11 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | © 0 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()) 0 | 12 | 13 | © 11 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | 0 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()| 17 | 12 | 13 | © 11 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | 0 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()| 17 @ 12 | 13 | 18 | 11 | 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | 0 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()| 17 @ 12 | 13 | 18 | 11 | 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | 0 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()| 17 @ 12 | 13 | 18 | 11 | 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | 19 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()| 17 @ 12 | 13 | 18 | 11 | 3 4 2 1
PS) | O | 15 | 14 | 19 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PE()| 17 @ 12 | 13 | 18 | 11 | 3 4 2 1
PS() | 20 | 15 | 14 | 19 | 16 | 6 5 7 | 10 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PS(v) | 20 15 | 14 | 19 | 16 | 6 5 7 10 | 9




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

PS) | 20 | 19 | 16 | 15 | 14 | 10 @ 9 7 6 5




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

a d e b C | ] h f g




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Ordenacao topoldgica

a d e b C | ] h f g

Por gue este algoritmo funciona corretamente?




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Ordenacao topoldgica

a d e b c i j h f i g

Note que o vertice com a menor PS é um sumidouro’
(vertice com grau de saida igual a zero)



Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Ordenacao topoldgica

a d e b c i j h f i g

Portanto, a posicéo deste vértice esta correta na ’
ordenacéo topologica, pois dele nao partem arestas



Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Ordenacao topoldgica

a d e b c | j h i f g

A posicao de f também esta correta, pois’
f € um sumidouro no digrafo G — g




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

G a e h [
(digrafo aciclico)

Ordenacao topoldgica

a d e b C | J h f g
Vi Vo Vg Vg V5 Vg V7 Vg Vg Vi

Aplicando sucessivamente este raciocinio, cada vertice
v; € um sumidouro no digrafo G — {Vi,;, Vi.ps «+. 5V, }




Busca em profundidade p/ digrafos

Aplicacao 2: Dado um digrafo aciclico G, obter uma
ordenacao topologica de G.

Complexidade do algoritmo para ordenacao topologica
de um digrafo G.

* Rodar uma busca em profundidade sobre G tem
complexidade O(n + m).

« Cada vez que um vertice sai da busca (recebe uma PS
diferente de zero), é colocado imediatamente a esquerda
da ordenacao topoldgica sendo construida. Isto dispensa
0 passo de ordenacao das PS's.

« Portanto, a complexidade final € O(n + m).




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

 |déia: todo digrafo aciclico possui um sumidouro!
(para provar este fato, basta ver qgue qualguer caminho
orientado de comprimento maximo em um digrafo
aciclico termina necessariamente em um sumidouro)

» Realizar a seguinte iteracao, até que nao haja mais
vertices: localizar um sumidouro, retira-lo do digrafo
e coloca-lo a esquerda na ordenacao sendo
construida.

 E possivel implementar a idéia acima em tempo
linear ? (isto e, O(n + m) ?)




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

a e h I
® —




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

e h i
® \\{/
]

fbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

fbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

e I

7

hfbagdec




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

-
“"'e I
.0

*
* .
d .
: 5
-'. .
LTS N

hfbagdec




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

s

ehfbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

“.--..
Q e =
d .
[ | L]
. »
. o

.

LTS N

ehfbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

jehfbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.
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jehfbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

ljehfbagdc




Busca em profundidade p/ digrafos

Exercicio: Desenvolver um algoritmo alternativo para
obter uma ordenacao topoldgica de um digrafo aciclico G.

ljehfbagdc

Ordenacao topologica!




Busca em largura

Inicializacao
t<—0 --téorelogio ou tempo global
-- fila auxiliar para a busca em largura

F—0@

para todo vertice vem V(G) faca
L(v) <0 -- L(v) é o indice de v na busca em largura
pai(v) < null -- ponteiros que definem a floresta de largura

Para que a busca atinja todos os vértices, no caso de G ser desconexo:

enquanto existe v em V(G) tal que L(v) =0 faca
nivel(v) < 0 -- COMO Vv é uma nova raiz, seu nivel é igual a 0
t—t+1;, L(v)«t
colocar v nafila F
realizar a busca em largura

fim-enquanto




Busca em largura

Algoritmo iterativo para a busca em largura:
enquanto F # & faca

v «— primeiro elemento de F

retirar v de F

para todo vertice w em N(v) faca

. sel(w)=0

! entao visitar aresta vw --aresta “pai” da floresta de largura T
pai(w) < v --v € 0 pai de w na floresta de largura T
; nivel(w) « nivel(V)+1; t«—¢t+1; L(w) <t
! colocar w no final da fila F
sendo se nivel(w) = nivel(v)

entdo se pai(w) = pai(v) 3
entdo vw é aresta “irmdo ”} visitar a aresta
somente se w
ainda esta em F

i sendo

5 sendo se nivel(w) = nivel(v)+1

i entdo vw € aresta “tio”
! fim-para

fim-enquanto




F

Busca em largura

G

L(v)




Busca em largura

G

L(v)




Busca em largura

G

L(v)




Busca em largura

G

L(v)




Busca em largura

G a
b C
d e
f h
g
Vv a b f g

L(v)




F=apt

Busca em largura

G a
b C
d e
f h
g
Vv a b f g

L(v)




F=apcd

Busca em largura

G a
b C
d C e
f h
g
Vv a b f g

L(v)




F=apcd

Busca em largura

G a
b C
d C e
f h
g
Vv a b g

L(v)




Busca em largura

= oy

L) | L0 2 03 4 o] o0 o0




Busca em largura

= oy

L) | L0 2 03 4 o] o0 o0




Busca em largura

= e oy

L) | 10 2 03 45| 0| o0




Busca em largura

= e e

L) | 10 2 03 45| 0| o0




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura




Busca em largura

= b E iR




Busca em largura




Busca em largura

“Esgotar o pai antes de processar os filhos”

“A proxima aresta a ser visitada parte sempre do
veértice mais antigo na busca”




Busca em largura

Complexidade da busca em largura:
O(n + m)

( onden=|V(G)| e m=|E(G)| )




Busca em largura

A floresta de largura T € uma floresta geradora de G
(isto &, uma floresta que alcanca todos os vértices de
G); neste caso, todos os vertices de G sdo alcancados

pela busca e ficam com um valor L(v) diferente de zero
no final da mesma.

Somente as arestas-pai (azuis) (ligando pai e filho)
pertencem a floresta de profundidade T. As arestas-
Irmao (vermelhas), primo e tio (verdes)
nao pertencema T.




Busca em largura

Caracterizacao das arestas-pal (arestas azuis)
Seja vw aresta de G. Entao:
VW e uma aresta-pai (da floresta de largura)

se e somente se
nivel(w) = nivel(v) +1 e, no momento da visita, L(w) =0




Busca em largura

Caracterizacao das arestas-tio (arestas verdes)
Seja vw aresta de G. Entao:
VW € uma aresta-tio

se e somente se
nivel(w) = nivel(v) +1 e, no momento da visita, L(w) #0




Busca em largura

Caracterizacao das arestas-irmao (arestas vermelhas)
Seja vw aresta de G. Entao:
VW € uma aresta-irmao

se e somente se
nivel(w) = nivel(v) e pai(w) = pai(v)




Busca em largura

Seja vw aresta de G. Entao:

e uma aresta-primo
se e somente se
nivel(w) = nivel(v) e pai(w) # pai(Vv)




Busca em largura

Propriedade fundamental da busca em largura

Seja vw uma aresta de um grafo G, e seja T uma floresta de
largura de G. Entao:

| nivel(v) — nivel(w) | <1.

* A demonstracao dessa propriedade se reduz ao caso em
que vw é uma aresta-tio em relacdo a T.

« Os vértices que se encontram em F em qualquer
momento da busca diferem em no maximo um nivel!




Busca em largura

Aplicacao 1: Dado um grafo conexo G e um vertice x de
G, determinar as distancias de x a todos 0s demais vértices.

Solucao:

« Aplicar uma busca em largura em G com raiz X,
obtendo uma arvore de largura T

* Ao final da busca, dist(x, v) = nivel(v), para todo v

« Um caminho minimo de x a v € dado pelo caminho de x
avnaarvoreT.




Busca em largura

Aplicacao 2: Dado um labirinto representado por uma

matriz, determinar o menor caminho da entrada até a saida

do labirinto (se existir).

Solucao:

* Modelar a matriz como um grafo, onde a entrada e a
saida sao representadas por vértices x e 'y.

» Realizar uma busca em largura em G com uma Unica
raiz x, obtendo uma arvore de largura T.

* Ao final da busca, se L(y) # 0 entao y pode ser
alcancado a partir de Xx.

« OcaminhodexayemT éasolucdo, e dist(x, y) =
nivel(y).




Busca em largura

Aplicacao 3: Dado um grafo G, determinar se G e
bipartido.

Solucao:

« Aplicar uma busca em largura em G uma raiz qualquer,
obtendo uma floresta de largura T.

* Ao final da busca, G ¢ bipartido se e somente se T nao
contém arestas-irmao nem

* Note que arestas-irmao e arestas-primo fecham ciclos
impares!

 Para definir uma 2-coloracdo de G: os vértices em

niveis pares recebem uma cor, e 0s vertices em niveis
impares outra cor.




Busca em largura

Exercicio: Elaborar um método (algoritmo) para resolver a
seguinte questdo: Dado um grafo conexo G e uma arvore
geradora T de G, decidir se T € uma arvore de largura para
G. Isto e, decidir se existe uma busca em largura em G que
produza T como arvore de largura.




Busca em largura

Exercicio: Elaborar uma adaptacao da busca em largura,
para aplica-la a digrafos.




Busca em largura

Exercicio: Mostre que o algoritmo a seguir funciona como
uma busca em profundidade se a estrutura de dados D for
uma pilha, e como uma busca em largura se a estrutura de
dados D for uma fila.

desmarcar todos os vertices
escolher uma raiz v; pai(v) < null; marcar v; inserirvemD
enquanto D # @ faca
seja v o primeiro elemento de D
se existe w em N(v) que esteja desmarcado
entao visitar aresta vw
pai(w) « v
marcar w
inserir wem D
senao remover vde D
fim-enquanto




Algoritmo de Dijkstra

Problema: Dado um digrafo G com pesos positivos nas
arestas, determinar caminhos minimos de um vértice v a
todos os demais vertices do digrafo.

matriz de pesos W

a b c d e
a 0 1 3 o 6
b o 0 1 3
c 1 2 0 1 o
d 3 ©o o 0 2
e oo o o 1 0
3 ,O,sex:y

W(X, y) =< peso da aresta Xy, se houver (x #y)
o0, Se N0 houver aresta xy (x #y)

-




Algoritmo de Dijkstra

Realizando uma adaptacao no algoritmo do exercicio
anterior, e fazendo com gue a estrutura de dados D seja
uma fila de prioridades (heap), obtemos o Algoritmo de
Dijkstra.

desmarcar todos os vertices; escolher uma raiz v; L(v) « 0; pai(v) « null; inserir vem D
para todo w em V(G)\{v} faca L(w) «— «© e pai(w) < null
enquanto D # @ faca
sejav o primeiro elementode D  -- v é elemento de menor valor L(v)
remover v de D; marcar v
para todo vértice w em N, +(v) que esteja desmarcado faca
se w nao pertence a D entao inserir w em D com prioridade L(w)
se L(v) + W(v, w) <L(w)
entdao L(w) < L(v) + W(v, w)
reposicionar w em D (de acordo com sua nova prioridade)
pai(w) « v
fim-para
fim-enquanto




Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Y a b C d e
L(V) 0 0 0 0 0

pai(v) null null null null null



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
313
1 1
C

P 1
@< 2@ < < >
e 2 d 2 b

3
Y a b C d e
L(V) 0 0 0 0 0

pai(v) null null null null null



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
313
1 1
C

P 1
@< 2@ < < >
e 2 d 2 b

3
Y a b C d e
L(V) 0 0 0 0 0

pai(v) null null null null null



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
313
1 1
C

P 1
@< 2@ < < >
e 2 d 2 b

3
Y a b C d e
L(V) 0 1 0 0 00

pai(v) null a null null null



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
313
1 1
C

P 1
@< 2@ < < >
e 2 d 2 b

3
Y a b C d e
L(v) 0 1 3 0 00

pai(v) null a a null null



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 13
1
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

3
Y a b C d e
L(v) 0 1 3 0 6

pai(v) null a a null a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 13
1
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

Vv a b C d e
L(v) 0 1 3 o0 6
pai(v) null a a null a




Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Vv a b C d e
L(v) 0 1 3 0 6
pai(v) null a a null a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Vv a b C d e
L(v) 0 1 3 0 6
pai(v) null a a null a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Y a b C d e
L(V) 0 1 2 o0 6
pai(v) null a b null a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Y a b C d e
L(V) 0 1 2 4 6
pai(v) null a b a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 13
1
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

Vv a b C d e
L(v) 0 1 2 4 6
pai(v) null a b b a




Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 13
1
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

Vv a b C e
L(v) 0 1 2 4 6
pai(v) null a b a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 1 3
1 1
& @ )
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

Vv a b C e
L(v) 0 1 2 4 6
pai(v) null a b a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 1 3
1 1
& @ )
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

Vv a b C d e
L(V) 0 1 2 3 6
pai(v) null a b C a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 1 3
1 1
& @ )
C

_ 1
| 2@ < = >
e 2 d 2 b

Vv a b C d e
L(V) 0 1 2 3 6
pai(v) null a b C a




Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Vv a b C d e
L(V) 0 1 3 6
pai(v) null a b C a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Vv a b C d e
L(V) 0 1 3 6
pai(v) null a b C a



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a

L(V) 0 1
pai(v) null a b



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Y a b C d e
L(V) 0 1 2 3 5

pai(v) null a b C



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 1 3
1 1
< @ )
C

&< 20 < — >
€ 2 d\/b

3
Vv a b C d e
L(v) 0 1 2 3 5
pai(v) null a b C d



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
a
3 1 3
1 1
< @ )
C

o > 1
e 2 d'\/b

3
Vv a b C d e
L(v) 0 1 2 3 5
pai(v) null a b C d



Algoritmo de Dijkstra

raiz: a
b
3
Y a b C d e
L(V) 0 1 2 3 5
pai(v) null a b C



Algoritmo de Dijkstra

Complexidade

A complexidade do Algoritmo de Dijkstra € dominada pelas

seguintes operacoes:

* n remocoes da estrutura D -- O(n log n)

* n Insercoes naestrutura D -- O(n log n)

* no maximo m atualizacOes de prioridade (rotulos L(Vv))
na estrutura D -- O(m log n)

« TOTAL:O((n+m)logn)




Algoritmo de Dijkstra

Questao: Como determinar os caminhos minimos?

Solucao: Observe que os ponteiros pai(w) determinam
naturalmente uma arvore T, chamada de arvore de
caminhos minimos (a partir da raiz escolhida). Na
simulacdo, esta arvore T esta formada pelas arestas azuis.

Para determinar um caminho minimo da raiz v até um
vertice w, basta tomar o caminho de vawem T. O custo
deste caminho é precisamente L(w).




Algoritmo de Dijkstra

Questao: Como achar os caminhos minimos da raiz a
todos os demais vertices em um grafo G nao direcionado?

Solucao: Basta transformar G em um digrafo H da seguinte
forma: fazer V(H) = V(G) e, para cada aresta nao
direcionada xy com peso p em G, criar em H duas arestas
direcionadas xy e yx, ambas com peso p. Por outro lado, se
nao existe aresta Xy em G, criar em H duas arestas
direcionadas xy e yx com peso oo. Basta entao aplicar o
algoritmo de Dijkstra a H.




Algoritmo de Dijkstra

Exercicio: Mostre que o Algoritmo de Dijkstra se
comporta como uma busca em largura se 0s pesos de todas
as arestas sao iguais a um. Neste caso, a arvore de
caminhos minimos € uma arvore de largura, e cada rotulo
L(w) e igual a distancia (em arestas) da raiz ate w.




Algoritmo de Floyd-Warshall

Problema: Dado um digrafo G com pesos positivos nas
arestas, determinar caminhos minimos entre todos 0s pares
ordenados (v, w) de vértices do digrafo.

—> A entrada para este problema é a mesma do anterior.

matriz de pesos W

1 2 3 4 5
1 0 1 3 o 6
2 o 0 1 3 w
3 1 2 0 1 w
4 3 oo o 0 2
5 oo o o 1 0
3 ’O,sei:j

W(i, j) =< peso da aresta ij, se houver (i #])
o, Se N0 houver aresta ij (i #J)

-



Algoritmo de Floyd-Warshall

Problema: Dado um digrafo G com pesos positivos nas
arestas, determinar caminhos minimos entre todos 0s pares
ordenados (v, w) de vértices do digrafo.

—> A entrada para este problema é a mesma do anterior.

Matriz-solucéo: custos de todos os caminhos minimos
1 2 3 4 5

1 0 1 2 3 5
2 2 0 1 2 4
31 2 0 1 3
4 3 4 5 0 2
5 4 5 6 1 0



Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

DX(i, J) = custo do caminho minimo de i a j podendo usar
como vertices intermediarios os vertices do conjunto

{1,2,.... K3\ i, jb.

Observe que:
» DG, j) = W(i, j)
(valor na posicao (1, J) da matriz de pesos W)

* Dn(i, J) = custo do caminho minimo de i a |
(valor na posicao (i, J) da matriz-solucao)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Definindo as matrizes do algoritmo:
Paracada k=0, 1, 2, ..., n, defina Dkcomo a matriz

contendo todos os valores DX(i, j)

Observe que:
« DO=W (matriz de pesos da entrada)

« D" =matriz-solucao




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:

* inicializar D° «— W

« paracadak=1,2,...,n faca
calcular a matriz DX




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:

* inicializar D° «— W

« paracadak=1,2,...,n faca
calcular a matriz DX

Calculo da matriz DX :
paracadai=1,2,...,n faca
paracada j=1,2,...,n faca
calcular DX(i, j)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:
 inicializar D% — W
« paracadak=1,2,...,n faca

paracadai=1,2,...,n faca
paracada Jj=1,2,...,n faca
calcular DX(i, j)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Formula para calcular DX(i, j):

DX(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Formula para calcular DX(i, j):

........
.......

DX(i, j) = min {D4(i, jji, D*L(i, k) + D¥I(k, j)}

custo do caminho minimo de i a j
sem considerar k
como Vvértice intermediario
(valor da iteracao anterior)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Formula para calcular Dk(i, j):

custo do caminho minimo de i a j custo do caminho minimo de i a j
sem considerar k considerando k
como Vértice intermediario como Vértice intermediario

(valor da iteracao anterior) (nova possibilidade)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Formula para calcular Dk(i, j):

custo do caminho minimo de i a j
sem considerar k
como Vvértice intermediario
(valor da iteracao anterior)

custo do caminho minimo de i a j
considerando k
como Vveértice intermediario
(nova possibilidade)

DK-1(j, k) k) Dk-(k, j)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:
 inicializar D% — W
« paracadak=1,2,...,n faca

paracadai=1,2,...,n faca
paracada Jj=1,2,...,n faca
calcular DX(i, j)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:
 inicializar D% < W
« paracadak=1,2,...,n faca

paracadai=1,2,...,n faca
paracada Jj=1,2,...,n faca

DX(i, j) < min { D**(i, j) , D*(i, k) + D**(k, j) }




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:
 inicializar D% < W
« paracadak=1,2,...,n faca

paracadai=1,2,...,n faca
paracada Jj=1,2,...,n faca

DX(i, j) < min { D**(i, j) , D'C(i, k) + D*(k, j) }

- —

Note que DX é calculada
apenas a partir de D1 |




Algoritmo de Floyd-Warshall

Ideia do algoritmo: Calcular os valores DX(i, j)

Esboco do algoritmo:
» inicializar D — W Q(n3)
« paracadak=1,2,...,n faca

paracadai=1,2,...,n faca
paracada Jj=1,2,...,n faca

DX(i, j) < min { D**(i, j) , D*(i, k) + D**(k, j) }




Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 DO

0 1 3 w

o 0 1 3

1 2 0 1

3 © o 0 D1
o o o 1

1 2 3 4 5

g~ W N R © D38 8 o ug



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

a A~ W N -

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(1, 1) = min { D%, 1), DO(1, 1) + D%(1, 1) }

0

0

0

DO

Dl

1 2 3 4 5

g~ W N R © D38 8 o ug
o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }
DO

Dl

5
6
e
e
2
00 1 2 3 4 5
1
2
3
4
5

8 8 N O K, N
8 8 O kL W w
P O L W 8 b

1
0
00
1
3
00

a A~ W N -

0 1

DY(1, 2) = min { D%, 2), DO(1, 1) + D%(1, 2) }
1 0 1




Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 DO

0 1 3 w

o 0 1 3

1 2 0 1

3 © o 0 D1
o o o 1

0 1 3

DY(1, 3) = min { D°(1, 3), D°(1, 1) + D1, 3) }
3 0 3

5
6
e
e
2
00 1 2 3 4 5
1
2
3
4
5




Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 DO

0 1 3 w

o 0 1 3

1 2 0 1

3 © o 0 D1
o o o 1

0 1 3

DY(1, 4) = min { D%, 4), DO(1, 1) + D1, 4) }

5
6
e
e
2
00 1 2 3 4 5
1
2
3
4
5

00 0 00




Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(1, 5) = min { D°(1, 5), D°(1, 1) + D1, 5) }

6

0

6

DO

R N
w w

O A W N R © N8 8 o wum
o

g

<

o Ol



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(2, 1) = min { D%(2, 1), D°(2, 1) + D%(1, 1) }

Q0

Q0

0

DO

R N
w w

g~ W N R © D38 8 o ug
8 O K

g

<

o Ol



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(2, 2) = min { D%(2, 2), D°(2, 1) + D%(1, 2) }

0

Q0

1

DO

8 O K
w w

g~ W N R © D38 8 o ug
o B N

g

<

o Ol



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(2, 3) = min { D°(2, 3), D°(2, 1) + D1, 3) }

1

Q0

3

DO

8 O K
R W W

g~ W N R © D38 8 o ug
o B N



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(2, 4) = min { D%(2, 4), D°(2, 1) + D%(1, 4) }

3

Q0

o0

DO

8 O K
R W W

g~ W N R © D38 8 o ug
o B N

w 8§ »

<

o Ol



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(2, 5) = min { D°(2, 5), D°(2, 1) + D1, 5) }

Q0

Q0

6

DO

8 O K
R W W

g~ W N R © D38 8 o ug
o B N

w 8§

<

8 o o1



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(3, 1) = min { D°(3, 1), D°(3, 1) + D%, 1) }

1

1

0

DO

S P DN
R, W Ww

g~ W N R © D38 8 o ug
8 O B

w 8§

<

8 o o1



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(3, 2) = min { D°(3, 2) , D°(3, 1) + D1, 2) }

2

1

1

DO

R, 8 O B
P W W

O D W N B ©O DN S8 8 o o
N O BN

w 8§

8 o o1



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(3, 3) = min { D°(3, 3), D°(3, 1) + D1, 3) }

0

1

3

DO

g~ W N R © D38 8 o ug
R, 8 O B

N O©O P DN

O B W W

w 8
8 o o1



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(3, 4) = min { D°(3, 4), D°(3, 1) + D(1, 4) }

1

1

o0

DO

g~ W N R © D38 8 o ug
R, 8 O B

N O©O P DN

O Pk W W

W 8 B

8 o o1



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D%(3, 5) = min { D°(3, 5), D°(3, 1) + D1, 5) }

Q0

1

6

DO

g~ W N R © D38 8 o ug
R, 8 O B

N O©O P DN

O Pk W W

R W 8 B

N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(4, 1) = min { D%(4, 1), D4, 1) + D%(1, 1) }

3

3

0

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

W 8 O -

N O©O P DN

O Pk W W

R W 8 B

~N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(4, 2) = min { D%(4, 2), D°(4, 1) + D%(1, 2) }

Q0

3

1

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

w Fr 8 O B

A~ NN O P DN

O Pk W W

R W 8 B

~N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(4, 3) = min { D°(4, 3), D°(4, 1) + D%, 3) }

Q0

3

3

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

w Fr 8 O B

A~ DN O P DN

o O kB W w

R W 8 B

~N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D1(4, 4) = min { D%(4, 4), D°(4, 1) + D%(1, 4) }

0

3

o0

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

w Fr 8 O B

A~ DN O P DN

o O kB W w

o W 8

~N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

D%(4, 5) = min { D°(4, 5), D°(4, 1) + D%, 5) }

2

3

6

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

w Fr 8 O B

A~ DN O P DN

o O kB W w

o W 8

N N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(5, 1) = min { D°(5, 1), D°(5, 1) + D%(1, 1) }

Q0

Q0

0

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

A~ DN O P DN

o O kB W w

o W 8

N N8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(5, 2) = min { D°(5, 2) , D°(5, 1) + D%(1, 2) }

Q0

Q0

1

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

E B N O P N

o O kB W w

o W 8

Dl

N N8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(5, 3) = min { D°(5, 3), D°(5, 1) + D%(1, 3) }

Q0

Q0

3

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

8 B N O P N

8 o O rr W W

P O Fr W 8 N

Dl

O N N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1
0
00
1
3
00

8 8 N O K, N

8 8 O kL W w

P O L W 8 b

DY(5, 4) = min { D°(5, 4), D°(5, 1) + D1, 4) }

1

Q0

o0

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

8 B N O P N

8 OO O P W w

P O Fr W 8 N

Dl

N N8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4
0 1 3 w
o 0 1 3
1 2 0 1
3 o o 0
o o o 1

3

D(5, 5) = min { D°(5, 5), D°(5, 1) + DY(1, 5) }
0 00 6

g~ W N R © D38 8 o ug

DO

8 B N O P N

8 OO O P W w

P O Fr W 8 N

O N N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 5 O
1 0 1 3 o 6
2 o 0 1 3 o
3 1 2 0 1 o
4 3 o o 0 2
5 ® o o 1 0 1 2 3
1 0 1 3
3
2 o 0 1
valores que “melhoraram” 3 1 2 0
conS|de[ar_1do_1 > 4 3 4 6
como vertice intermediario
5 o o o

R O B W 8

Dl

O N N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 5 D1
1 0 1 3 o 6
2 o 0 1 3 o
3 1 2 0 1 7
4 3 4 6 0 2
5 oo o oo 1 0 1 2 3
1 0 1 2
3
2 o 0 1
valores que “melhoraram” 3 1 2 0
conS|defar_1dol_e2 > 4 3 4 5
como Vveértices intermediarios
5 o o o

~ O Fr W &~ N

O N N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 5 D2
1 0 1 2 4 6
2 o 0 1 3 o
3 1 2 0 1 7
4 3 4 5 0 2
5 oo o oo 1 0 1 2 3
1 0 1 2
3
2 2 0 1
valores que “melhoraram” 3 1 2 0
conS|defar_1dol_,2,3 >4 3 4 5
como Vveértices intermediarios
5 o o o

R O P, N W b

O N N 8 o o



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 5 D3
1 0 1 2 3 6
2 2 0 1 2 o
3 1 2 0 1 7
4 3 4 5 0 2
5 oo o oo 1 0 1 2 3
1 0 1 2
3
2 2 0 1
valores que “melhoraram” 3 1 2 0
conS|defar_1dol_,2,3,4_,_ >4 3 4 5
como Vértices intermediarios
5 4 5 6

R O P, N W b

D4

O N W B~ 01 O1



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 5 D4
1 0 1 2 3 5
2 2 0 1 2 4
31 2 0 1 3
4 3 4 5 0 2
5 4 5 6 1 0 1 2 3
1 0 1 2
3
2 2 0 1
nenhum valor melhorou 3 1 2 0
considerando 1, 2, 3,4, 5 >
. 4 3 4 5
como vertices intermediarios
5 4 5 6

R O P, N W b

D5

o NN W B 01 On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Simulacado: visualizar o calculo de D a partir de D*-1

D(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

1 2 3 4 5 D4
0 1 2 3 5
2 0 1 2 4
1 2 0 1 3
3 4 5 0 2
4 5 6 1 0 1 2 3
1 0 1 2
3
||
MATRIZ FINAL DE 3 1 2 0
CUSTOS DOS > e
CAMINHOS MINIMOS
5 4 5 6

R O P, N W b

o NN W B 01 On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Solucdo: Determinar os valores PX(i, j)

PX(i, j) = penultimo vértice do caminho minimo de i a j
cujos vertices intermediarios estdao no conjunto

{1, 2,..., k}\ {i, j}.

Observe que:

/-

|, Se existe aresta direcionada de | para |
PO(i, j) = <

null , caso contrario
N—




Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao

SO Seus custos ...)

Definindo as matrizes do auxiliares do algoritmo:
Paracadak =0, 1, 2, ..., n, defina PXxcomo a matriz

contendo todos os valores PX(i, |)

o A~ W DN -

1 2 3 4 5 PO
null ] 1 nun 1

null null 2 2  null

3 3 nul 3 nul

4 null null null 4

null null null 5 nul




Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Como calcular PX(i, j) ?
e Sabemos que:

D¥(i, j) = min { D**(i, j) , D**(i, k) + D**(k, j) }

»  Se D¥I(i, j) <D*(i, k) + D¥(k, j)
entdo PX(i, j) = P¥1(i, j) (> mesmo vértice da iteracio anterior)
sendo PX(i, j) = PX1(k, j) (—nova possibilidade de caminho)




Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Como calcular PX(i, j) ?
e Sabemos que:

DX(i, j) = min { D*'(i, j) , D*(i, k) + D**(k, ]) }
e Se DXI(i, ) <Dk, k) + Dx(K, j)

entdo PX(i, j) = P<1(i, j)

sendo PX(i, j) = P<(k, J)

Pk, j)

o \ @
®



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Novo algoritmo:
* inicializar D%e PV
« paracadak=1,2,...,n faca

paracadai=1,2,...,n faca
paracada j=1,2,...,n faca

se DK-1(i, j) <Dk1(i, k) + Dk1(k, j)

entdo DX(i, j) = DXL(i, j) e PX(i, j) = P*(i, J)
sendo DK(i, j) = D*(i, k) + DYk, |) e
PK(, J) = Pk, )




Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

1 2 3 4 5 D°

1 0 1 2 3 5

2 2 0 1 2 4

3 1 2 0 1 3

4 3 4 5 0 2
5 4 5 6 1 0 1 2 3 4
1 o 1 2 3
3 / 2 3 nun 2 3
MATRIZES FINAIS |—>» 3 3 3 num 3
4 4 1 2 nul
5 4 1 2 5

P5

~ b B~ Ol

null



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

2 1 2 3 4

it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nu
1 2 5

o A~ W NN -
A~ B~ W

P5

~ b B~ Ol

null



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

O, ©,

P5

2 1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 3 nul 3
4 1 2 nun 4
4 1 2 5 nu

o A~ W NN -
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

©,

P5(5, 3) = 2

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nun 4
1 2 5 nui

o A~ W NN -
A~ B~ W
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

04O

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 3 nul 3
4 1 2 nun 4
4 1 2 5 nu

o A~ W NN -
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

04O

P5(5, 2) = 1

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nun 4
1 2 5 nui

o A~ W NN -
A~ B~ W
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

ONENO,L0L0,

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nu
1 2 5

o A~ W NN -
A~ B~ W

P5

~ b B~ Ol

null



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

ONENO,L0L0,

PS(5, 1) = 4

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 3 nul 3
4 1 2 nun 4
4 1 2 5 nu

o A~ W NN -
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

©® OO

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nun 4
1 2 5 nui

o A~ W NN -
A~ B~ W
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

©® OO

P5(5, 4) = 5

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nun 4
1 2 5 nui

o A~ W NN -
A~ B~ W
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nun 4
1 2 5 nui

o A~ W NN -
A~ B~ W
~ B B~ On



Algoritmo de Floyd-Warshall

Questao: Como determinar os caminhos minimos? (e nao
SO Seus custos ...)

Exemplo: calcular o caminho minimo de5a 3

FIM!

P5

1 2 3 4
it 1 2 3
3 num 2 3
3 nul 3
1 2 nun 4
1 2 5 nui

o A~ W NN -
A~ B~ W
~ B B~ On



Algoritmo de Kruskal

Problema: Dado um grafo conexo G com pesos positivos
nas arestas, determinar uma arvore geradora de G com
custo minimo.




Algoritmo de Kruskal

O Algoritmo de Kruskal utiliza uma técnica de
programacao conhecida como Método Guloso, cuja
estratéegia geral e: “a cada nova iteracao, acrescente a
solucao parcial a parte mais apetitosa”.

Algoritmo de Kruskal
Dado o grafo G, o algoritmo constroi uma arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) « V(G); E(T) « @; -- inicializacao de T
seja ey, €, ... ,6, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(e;) < peso(ej,y), J = L,..., m-1
para j=1,..., mfaca

se e; nao forma ciclo com as arestas em E(T)

entao acrescente g a E(T)

fim-se
fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.




Algoritmo de Kruskal

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Algoritmo de Kruskal

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

=
=
- 2
=
=
=
11 .
=
=
* u 0’ “ 4
0’ ] L 4 L 3
* [ .0 Q‘
’Q : .’ 7 . 6
8 % u o %
0’ [ | . *

14: ‘




Algoritmo de Kruskal

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

custo final da arvore geradora: 37

4 .
- 2
=
=
=
11 .
=
=
* u 0’ “ 4
0’ ] L 4 L 3
* [ .0 Q‘
’Q : ” 7 . 6
8 % u o %
0’ [ | . *

14: ‘




Algoritmo de Kruskal

Questao: Como saber de modo eficiente se a aresta em
consideracao forma ciclo com as azuis ja escolhidas?

‘ 7

14" ‘




Algoritmo de Kruskal

Estrategia: Uma nova aresta pode ser incorporada a
solucdo (floresta) parcial se ela une duas arvores distintas!

‘ 7

14" ‘




Algoritmo de Kruskal

Inicio: Os n vertices formam n arvores triviais distintas
(cada uma com sua cor). Nenhuma aresta foi escolhida.




Algoritmo de Kruskal

Evolucéo do algoritmo: A medida que as arestas sdo
escolhidas, realizamos a fusao das arvores.
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Evolucéo do algoritmo: A medida que as arestas sdo
escolhidas, realizamos a fusao das arvores.




Algoritmo de Kruskal

Evolucéo do algoritmo: A medida que as arestas sdo
escolhidas, realizamos a fusao das arvores.




Algoritmo de Kruskal

Como implementar a verificacao de ciclos?

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) « V(G); E(T) « @; --Iinicializacaode T

para j=1,...,nfaca
S; < {1} --Iinicializagao dos n conjuntos disjuntos de vertices das n arvores triviais

seja ey, €, ... ,&, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(g;) < peso(g;,y), J = 1,..., m-1
para j=1,..., mfaca
sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta €; (onde p < q)
Se p # g entao
acrescente ¢; a E(T)
Sp—S, U S,
fim-se
fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) « V(G); E(T) « @; --Iinicializacaode T

para j=1,...,nfaca
S; < {1} --Iinicializagao dos n conjuntos disjuntos de vertices das n arvores triviais

seja ey, €, ... ,&, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(g;) < peso(g;,y), J = 1,..., m-1
para j=1,..., mfaca
sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta €; (onde p < q)
Se p # g entao
acrescente ¢; a E(T)
Sp—S, U S,
fim-se
fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) — V(G); E(T) — @; | O(n)

para j=1,...,nfaca
S; < {1} --Iinicializagao dos n conjuntos disjuntos de vertices das n arvores triviais

seja ey, €, ... ,&, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(g;) < peso(g;,y), J = 1,..., m-1
para j=1,..., mfaca
sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta €; (onde p < q)
Se p # g entao
acrescente ¢; a E(T)
Sp—S, U S,
fim-se
fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) — V(G); E(T) — @; | O(n)

para j=1,...,nfaca
S;—{i} O(n)

seja ey, €, ... ,&, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(g;) < peso(g;,y), J = 1,..., m-1
para j=1,..., mfaca
sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta €; (onde p < q)
Se p # g entao
acrescente ¢; a E(T)
Sp—S, U S,
fim-se
fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) — V(G); E(T) — @; | O(n)

para j=1,...,nfaca
S;—{i} O(n)

seja ey, €, ... ,&y, UMma ordenacao das arestas de G onde peso(g;) < peso(e;,,) | O(m log m)

para j=1,..., mfaca
sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta €; (onde p < q)
Se p # g entao
acrescente ¢; a E(T)
Sp—S, U S,
fim-se
fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) — V(G); E(T) — @; | O(n)

para j=1,...,nfaca
S;—{i} O(n)

seja ey, €, ... ,&, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(e;) < peso(e;,,)
para j=1,..., mfaca

O(m log m)

sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta e; (onde p < q)

se p # g entéo
acrescente e; a E(T)[ 9(1)
S, —S, U S,

fim-se

fim-para
retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) — V(G); E(T) — @; | O(n)

para j=1,...,nfaca
S;—{i} O(n)

seja ey, €, ... ,&, Uma ordenacao das arestas de G onde peso(e;) < peso(e;,,)
para j=1,..., mfaca

O(m log m)

sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta e; (onde p < q)

se p # g entéo

acrescente €; a E(T) O(1) Total do “para”: O(m + n log n)
Sp «— Sp U Sq
fim-se
fim-para

retorne T




Algoritmo de Kruskal

Calculo da Complexidade

Algoritmo de Kruskal — nova versao
Entrada: grafo G com V(G) ={1,2,...,n}
Saida: arvore geradora T de G com custo minimo

V(T) — V(G); E(T) — @; | O(n)

para j=1,...,nfaca
S;—{i} O(n)

seja ey, €, ... ,&y, UMma ordenacao das arestas de G onde peso(g;) < peso(e;,,) | O(m log m)
para j=1,..., mfaca

sejam S, e S, 0s conjuntos associados aos extremos da aresta €; (onde p < q)

Se p # g entao

acrescente e a E(T)| O(1) Total do “para”: O(m + n log n)
Sp—S, U S,
fim-se
fim-para Total do algoritmo: O(m log m) = O(m log n)

retorne T




Algoritmo de Prim

O Algoritmo de Prim tambéem utiliza o0 método guloso, mas

tem um principio de funcionamento diferente:
« no algoritmo de Kruskal, a solucao parcial &€ uma floresta;
e jano algoritmo de Prim, € uma arvore (grafo conexo).

Algoritmo de Prim
Dado o grafo G, o algoritmo constroi uma arvore geradora T de G com custo minimo

escolher um vértice qualquer v em V(G); -- vertice escolhido para seraraizde T

V(T) « {v}; E(T) <« @; -- inicializacao de T

para j=1,...,n —1faca
seja e = xy a aresta de peso minimo com um extremo x em V(T) e outro y em V(G)\ V(T)
acrescente e a E(T)
acrescente y a V(T)

fim-para

retorne T




Algoritmo de Prim

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.
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Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.




Algoritmo de Prim

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.




Algoritmo de Prim

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

FINAL: custo da arvore geradora é 37




Emparelhamentos

Problema 1: Para cada operario de uma fabrica existe uma
lista das maquinas que ele esta habilitado a operar.
Encontre uma alocacao que maximize o numero de pares
da forma “operario 1 opera a maguina j”.




Emparelhamentos

Problema 1: Para cada operario de uma fabrica existe uma
lista das maquinas que ele esta habilitado a operar.
Encontre uma alocacao que maximize o numero de pares
da forma “operario 1 opera a maguina j”.
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Emparelhamentos

Problema 1: Para cada operario de uma fabrica existe uma
lista das maquinas que ele esta habilitado a operar.
Encontre uma alocacao que maximize o numero de pares
da forma “operario 1 opera a maguina j”.
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Emparelhamentos

Problema 2: Deseja-se estabelecer um pareamento de
processadores em uma rede. Encontre o maior nimero de
pares de processadores “parceiros’.
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Problema 2: Deseja-se estabelecer um pareamento de
processadores em uma rede. Encontre o maior nimero de
pares de processadores “parceiros’.




Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento em um grafo G € um
conjunto de arestas gue nao tém extremos em comum.
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Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento em um grafo G é maximo

Se possui 0 maior numero possivel de arestas. (Obs: pode
haver um numero exponencial de emparelhamentos maximos!)
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Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento em um grafo G é maximo

Se possui 0 maior numero possivel de arestas. (Obs: pode
haver um numero exponencial de emparelhamentos maximos!)




Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento em um grafo G é
maximal se nao esta contido em nenhum emparelhamento
maior. (Obs: todo emparelhamento méaximo é maximal.)




Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento em um grafo G é
maximal se nao esta contido em nenhum emparelhamento
maior. (Obs: todo emparelhamento méaximo é maximal.)

exemplo de emparelhamento maximal mas ndo maximo




Emparelhamentos

Definicao: Seja M um emparelhamento em um grafo G.
Um vertice v € M-saturado se alguma aresta de M incide
sobre v ; caso contrario, v e M-insaturado.
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sobre v ; caso contrario, v e M-insaturado.
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Definicao: Seja M um emparelhamento em um grafo G.
Um vertice v € M-saturado se alguma aresta de M incide
sobre v ; caso contrario, v e M-insaturado.

vértices saturados em vermelho




Emparelhamentos

Definicao: Seja M um emparelhamento em um grafo G.
Um vertice v € M-saturado se alguma aresta de M incide
sobre v; caso contrario, v e M-insaturado.

vértices saturados em vermelho Vvértices insaturados em azul



Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento M em um grafo G e

chamado perfeito se todo vertice de G € M-saturado. (Obs:
todo emparelhamento perfeito € maximo.)




Emparelhamentos

Definicao: Um emparelhamento M em um grafo G e

chamado perfeito se todo vertice de G € M-saturado. (Obs:
todo emparelhamento perfeito € maximo.)

vértices saturados em vermelho nao ha vertices insaturados!




Emparelhamentos

Def.: Seja M um emparelhamento. Um caminho M-
aumentante e aguele que Inicia e termina em vertices M-
Insaturados, e alterna arestas de M com arestas de E(G)\M.




Emparelhamentos

Def.: Seja M um emparelhamento. Um caminho M-
aumentante e aguele que Inicia e termina em vertices M-
Insaturados, e alterna arestas de M com arestas de E(G)\M.

vértices saturados em vermelho Vvértices insaturados em azul



Emparelhamentos

Def.: Seja M um emparelhamento. Um caminho M-
aumentante e aguele que Inicia e termina em vertices M-
Insaturados, e alterna arestas de M com arestas de E(G)\M.

caminho M-aumentante



Emparelhamentos

Importante! Um caminho M-aumentante P fornece um
modo de aumentar o tamanho do emparelhamento M em
uma unidade.
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modo de aumentar o tamanho do emparelhamento M em
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emparelhamento M
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Importante! Um caminho M-aumentante P fornece um
modo de aumentar o tamanho do emparelhamento M em
uma unidade.

caminho M-aumentante P




Emparelhamentos

Importante! Um caminho M-aumentante P fornece um
modo de aumentar o tamanho do emparelhamento M em
uma unidade.

em P, trocar arestas de M por arestas de E(G)\M, e vice-versa



Emparelhamentos

Importante! Um caminho M-aumentante P fornece um
modo de aumentar o tamanho do emparelhamento M em
uma unidade.

novo emparelhamento M’




Emparelhamentos

A operacao de aumento do emparelhamento € dada por
M’ «— M A E(P)
onde A ¢ a diferenca simétrica entre conjuntos.

novo emparelhamento M’




Emparelhamentos

Teorema (Berge): Um emparelhamento M € maximo se e
somente nao existe caminho M-aumentante no grafo.




Emparelhamentos

O Teorema de Berge sugere o seguinte algoritmo para
encontrar um emparelhamento maximo:

Algoritmo para encontrar um emparelhamento maximo
Dado o grafo G, constroi um emparelhamento maximo M em G

M «— um emparelhamento inicial qualquer -- inicializacao de M
enquanto existe um caminho M-aumentante P em G faca
M<«— MA E(P)
fim-enquanto
retorne M




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

grafo de entrada




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

emparelhamento inicial M




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

caminho M-aumentante P




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

novo emparelhamento M




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

caminho M-aumentante P




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

novo emparelhamento M




Emparelhamentos

Exemplo: Simulacao da execucao do algoritmo.

nao ha caminho M-aumentante — M € maximo!




Fluxos em redes

Def.: Uma rede e um multidigrafo D=(V, E) onde cada
aresta e em E possul uma capacidade real c(e) > 0.

1

: () (O




Fluxos em redes

Supomos que ha na rede dois vertices especiais s (origem)
e t (destino), tais que: s € uma fonte que alcanca todos os
demais, e t € um sumidouro alcancado por todos os demais.
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Fluxos em redes

Def.: Um fluxo ¢ uma funcéo f : E — R+ tal que:
(1) f(e) <c(e), paratoda aresta e em E;
(2) X, f(x,v) = X, f(v,2),paratodovemV\{s,t}.
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Fluxos em redes

Def.: Um fluxo ¢ uma funcéo f : E — R+ tal que:
(1) f(e) <c(e), paratoda aresta e em E;

(2) X, f(x,v) = X, f(v,2),paratodovemV\{s,t}.

capacidade

fluxo




Fluxos em redes

Def.: Um fluxo ¢ uma funcéo f : E — R+ tal que:

(1) f nao ultrapassa as capacidades (propr. de viabilidade)
(2) f se conservaem todo v #s,t (propr. de conservacao)

capacidade

fluxo




Fluxos em redes

O valor do fluxoem v #s;tvale X, f(x,v) (ouX, (v, z)).
O valordo fluxoemseZ, f(s,z),eemtéX, f(x1).

capacidade

fluxo




Fluxos em redes

O valor do fluxoem v #s;tvale X, f(x,v) (ouX, (v, z)).
O valordo fluxoemseZ, f(s,z),eemtéX, f(x1).

3

capacidade

fluxo

valor do fluxo no vértice




Fluxos em redes

O valor do fluxo na rede D é denotado por f (D) e e
definido como f (D) =%, f (s, z) (valor do fluxo em s)

3

capacidade

fluxo

valor do fluxo no vértice




Fluxos em redes

O valor do fluxo na rede D é denotado por f (D) e e
definido como f (D) =%, f (s, z) (valor do fluxo em s)

capacidade

fluxo

3

valor do fluxo na rede é 4




Fluxos em redes

O valor do fluxo na rede D é denotado por f (D) e e
definido como f (D) =%, f (s, z) (valor do fluxo em s)

capacidade

fluxo

valor do fluxo narede é 5




Fluxos em redes

O valor do fluxo na rede D é denotado por f (D) e e
definido como f (D) =%, f (s, z) (valor do fluxo em s)

¢ capacidade

fluxo

valor do fluxo na rede é 6




Fluxos em redes

Problema do Fluxo Maximo:
Dada uma rede D, encontrar um fluxo f de valor maximo.

capacidade

fluxo

valor do fluxo na rede é 6




Fluxos em redes

Problema do Fluxo Maximo:
Dada uma rede D, encontrar um fluxo f de valor maximo.

capacidade

fluxo

valor do fluxo narede é 7




Fluxos em redes

Problema do Fluxo Maximo:
Dada uma rede D, encontrar um fluxo f de valor maximo.

capacidade

fluxo

Fluxo maximo!




Fluxos em redes

Def.: Uma aresta esta saturada quando f (e) = c(e).




Fluxos em redes

Def.: Uma aresta esta saturada quando f (e) = c(e).

C 3 3

4 3
6 11 2 1
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S 2 b
4 4
31 309

capacidade 3 1
fluxo a' d
fluxo na rede

> aresta saturada



Fluxos em redes

Def.: Um fluxo e dito maximal quando todo caminho
direcionado de s a t contém uma aresta saturada.

C 3 3
4 3
6 11 2 1
2| 2
S 2 b
4 4
31 309

N 5
| capacidade 3 1
fluxo a' d
fluxo na rede

> aresta saturada



Fluxos em redes

Def.: Um fluxo e dito maximal quando todo caminho
direcionado de s a t contém uma aresta saturada.

C 3 3
4 3
6 11 2 1
2| 2
S 2 b
4 4
31 309

N 5
| capacidade 3 1
fluxo a' d
fluxo na rede

Fluxo maximal !

> aresta saturada




Fluxos em redes

Um fluxo € maximal quando nao e possivel aumentar o
seu valor apenas com acrescimo de fluxo nas arestas.

C 3 3
4 3
6 11 2 1
2| 2
S 2 b
4 4
31 30>
capacidade 3 1 >3
fluxo a' d
fluxo na rede

Fluxo maximal !

> aresta saturada




Fluxos em redes

« Todo fluxo maximo é maximal.
e Nem todo fluxo maximal &€ maximo.

C 3 3
4 3
6 11 2 1
2| 2
S 2 b
4 4
31 30>

capacidade 3 1
fluxo a'
fluxo na rede

Fluxo maximal !

> aresta saturada




Fluxos em redes

« Todo fluxo maximo é maximal.
e Nem todo fluxo maximal &€ maximo.

C 3 3
4 3
6 11 2 1
2| 2
22 b t
4 4
31 30>
capacidade 3 1 >3
fluxo a' d
fluxo na rede

Fluxo maximal ! = mas nao maximo!

> aresta saturada




Fluxos em redes

Def.: SejaSc VtalqueseSetgS. SegjaS’=V-S.
Um corte (S, S’) é o conjunto de arestas com um extremo
em SeooutroemS’.




Fluxos em redes

Def.: SejaSc VtalqueseSetgS. SegjaS’=V-S.
Um corte (S, S’) é o conjunto de arestas com um extremo
em SeooutroemS’.




Fluxos em redes

Def.: SejaSc VtalqueseSetgS. SegjaS’=V-S.
Um corte (S, S’) é o conjunto de arestas com um extremo
em SeooutroemS’.




Fluxos em redes

Ideia: Todo caminho direcionado de s a t tem que passar
por alguma aresta do corte.




Fluxos em redes

S={s, a, b} S’={t,c,d}
(S, 8°)={(s c) (bc) (cDb) (b d) (da)}




Fluxos em redes
S ={s} S’={t,a, b, c,d}
(S,8°)={(s,a),(s,b), (s, c) }




Fluxos em redes
S={s,a,Db,cd} S’ = {t}
(S,8°)={(c1),(d1)}




Fluxos em redes

Def.: (S, S’)" é o conj. de arestas que vdo de S a S’.
(S, S’) éoconj.de arestas que vao de S’ a S.




Fluxos em redes

Def.: (S, S)" é o conj. de arestas que vdo de Sa S’.
(S, S’) éoconj.de arestas que vao de S’ a S.




Fluxos em redes

S={s,a,b}
(S,87)"={(s,¢), (b,c), (bd)}
(S,8°) ={(c,b) (d,a)}




Fluxos em redes

Def.: A capacidade c(S, S’) de um corte (S, S$’) € a soma
das capacidades das arestas de (S, S’)".




Fluxos em redes

Def.: A capacidade c(S, S’) de um corte (S, S$’) € a soma
das capacidades das arestas de (S, S’)".
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Fluxos em redes

Def.: A capacidade c(S, S’) de um corte (S, S$’) € a soma
das capacidades das arestas de (S, S’)".




Fluxos em redes

Def.: A capacidade c(S, S’) de um corte (S, S$’) € a soma
das capacidades das arestas de (S, S°)".




Fluxos em redes

S={s,a,b}
c(S,8’)=c(s,c)+c(b,c)+c(b,d)=4+1+4=9




Fluxos em redes

S={s,a,Db,c,d}
c(S,8°)=c(c,t)+c(d,t)=3+5=8




Fluxos em redes

S={s,a,b,c}
C(S,S’):C(b, d)+C(C, t):3+4:7




Fluxos em redes

Observe que os cortes tém capacidades cada vez
menores!




Fluxos em redes

Problema do Corte Minimo: Dada uma rede D, encontrar
um corte (S, S’) com a menor capacidade possivel.




Fluxos em redes

Def.: O fluxo f(S, S’) em um corte (S, S’) é a soma dos
fluxos nas arestas de ( S, .S’)" menos a soma dos fluxos
nas arestas de (S, S”) .




Fluxos em redes

Def.: O fluxo f(S, S’) em um corte (S, S’) é a soma dos
fluxos nas arestas de ( S, .S’)" menos a soma dos fluxos
nas arestas de (S, S”) .
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Fluxos em redes

S={s,a,b}
f(S,8’)=1(s,c) +f(b,c) +f(b,d)-f(c,b)-f(d,a) =
3+1+4-1-1=6

C 33
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Fluxos em redes

S={s,a,Db,c,d}
f(S,8’)= f(c,t) +f(d,t)=3+3 =6




Fluxos em redes

S={s,a,b,c}
f(S,S’)=f(b,d) +f(c,t)-f(d,a) =3+4-1 =6

’_._---——__~~
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Fluxos em redes

Observe que o valor do fluxo em qualquer corte e sempre
0 mesmo, e e igual ao fluxo f(D) na rede!
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Fluxos em redes

f(D) = 1(S, S’ ) para S = {s}.

C 33
4 3
1 1 21
2
2 b
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311




Fluxos em redes

Teorema: Seja fum fluxoemumarede D e (S, S’ ) um
corte qualquer em D. Entao f(S, S’ ) =f (D).

C 3 3
4 3
/’"\\ 1 1 2 1
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Fluxos em redes

Teorema: Seja f um fluxo qualguer em umarede D, e
(S, S’ ) um corte qualguer em D. Entao f (D) < c(S, S?).




Fluxos em redes

Teorema: Seja f um fluxo qualguer em umarede D, e
(S, S’ ) um corte qualguer em D. Entao f (D) < c(S, S?).

C 3 3
4 3
/’"\\ 1 1 2 1
\ Zm
S o b
/
4 4
- > 31 30>
31 2|3




Fluxos em redes

f(D)=6< ¢S, S’ ) =9

C 3 3
11 2 1
44
3 2
31




Fluxos em redes
f(D)=6< c(S,S’)=8




Fluxos em redes

f(D)=6< ¢S, S’ ) =9
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Fluxos em redes

f(D)=7<¢(5,8)=9
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Fluxos em redes

f(D)=7<¢(S5,S)=7

’_._---——__~~
” —~—

4 3 N
11 21 \\
22 A !
4 "
2 32 u
/
3.0
N a -

~\~ -
o -
— s e -




Fluxos em redes

Teorema: Seja f um fluxo maximo em uma rede D, e
(S, S’ ) um corte minimo em D. Entdo f (D) = c(S, S*).
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Fluxos em redes

Def.: Dado um fluxo f numa rede D,
 uma aresta e e direta se c(e)-Tf(e)>0
 uma aresta e e contraria se f(e)>0




Fluxos em redes

Def.: Dado um fluxo f numa rede D,
 uma aresta e e direta se c(e)-Tf(e)>0
 uma aresta e e contraria se f(e)>0




Fluxos em redes

Def.: Dado um fluxo f numa rede D,
 uma aresta e e direta se c(e)-Tf(e)>0
 uma aresta e e contraria se f(e)>0

C 3.1
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arestas diretas




Fluxos em redes

Def.: Dado um fluxo f numa rede D,
 uma aresta e e direta se c(e)-Tf(e)>0
 uma aresta e e contraria se f(e)>0

arestas contrarias



Fluxos em redes

Def.: Dado um fluxo f numa rede D,
 uma aresta e e direta se c(e)-Tf(e)>0
 uma aresta e e contraria se f(e)>0

arestas simultaneamente diretas/contrarias




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

1

3

aresta direta de D




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

1

3

aresta de D’




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

C 3 2
4 2
1 1 2 1
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aresta contraria de D




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

C 3 2
4 2
11 211
3 vl b :
3 31 4 3
31 5 2
a o

aresta de D’




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

C 3 2
4 2
11 211
e 2 b t
3 3] 1 4 3
31 5 2
a o

aresta simultaneamente direta/contraria de D




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

C
4 2 2
11 211 1
3 vl b :
3 31 4 3
31 5 2
a o

arestas de D’




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

C
4 2 2
11 211 1
e—2 b t
3 3] 1 4 3
31 5 2
a o

aresta simultaneamente direta/contraria de D




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

2 11 211 1
3 vl b :
3 31 4 3
31 5 2
a o

arestas de D’




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

2 C 2
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3 3] 1 4 3
31 5 2
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aresta contraria de D




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

2 1 211
1
3 vl b :
3 31 4 3
31 5 2
a o

aresta de D’




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

@ 1 |21
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@ . O

arestas simultaneamente diretas/contrarias de D




Fluxos em redes

Def.: Dados D e f, define-se a rede residual D’ = (V, E’):
(x,y) é direta — (x,y) € E’ ¢/ capacidade c’(x,y) = c(x,y) — f(X,y)
(x,y) é contraria — (y,X) € E’ ¢/ capacidade c’(y,x) = f(x,y)

rede residual D’ completa



Fluxos em redes

Def.:Uma aresta e da rede residual D’ é aresta de aumento
de fluxo se é criada a partir de uma aresta direta de D.




Fluxos em redes

Def.:Uma aresta e da rede residual D’ é aresta de aumento
de fluxo se é criada a partir de uma aresta direta de D.

rede residual D’



Fluxos em redes

Def.:Uma aresta e da rede residual D’ é aresta de aumento
de fluxo se é criada a partir de uma aresta direta de D.

arestas de aumento de fluxo



Fluxos em redes

Def.:Uma aresta e da rede residual D’ é aresta de reducao
de fluxo se é criada a partir de uma aresta contraria de D.




Fluxos em redes

Def.:Uma aresta e da rede residual D’ é aresta de reducao
de fluxo se é criada a partir de uma aresta contraria de D.

rede residual D’



Fluxos em redes

Def.:Uma aresta e da rede residual D’ é aresta de reducao
de fluxo se é criada a partir de uma aresta contraria de D.

arestas de reducao de fluxo



Fluxos em redes

Note que a rede residual D’ € na verdade um “mapa” das
possivels variacoes de fluxo nas arestas!




Fluxos em redes

Note que a rede residual D’ € na verdade um “mapa” das
possivels variacoes de fluxo nas arestas!

rede residual D’



Fluxos em redes

Note que a rede residual D’ € na verdade um “mapa” das
possivels variacoes de fluxo nas arestas!

arestas de aumento/reducao de fluxo em D’



Fluxos em redes

Def.: Um caminho aumentante € um caminho de s at na
rede residual D’.




Fluxos em redes

Def.: Um caminho aumentante € um caminho de s at na
rede residual D’.




Fluxos em redes

Def.: Um caminho aumentante € um caminho de s at na
rede residual D’.

exemplo de caminho aumentante



Fluxos em redes

Def.: Um caminho aumentante € um caminho de s at na
rede residual D’.

exemplo de caminho aumentante



Fluxos em redes

Def.: Um caminho aumentante € um caminho de s at na
rede residual D’.

exemplo de caminho aumentante



Fluxos em redes

Def.: O gargalo de um caminho aumentante em D’¢ a
menor capacidade de uma aresta ao longo deste caminho.




Fluxos em redes

Def.: O gargalo de um caminho aumentante em D’¢ a
menor capacidade de uma aresta ao longo deste caminho.

gargalo igual a 1



Fluxos em redes

Def.: O gargalo de um caminho aumentante em D’¢ a
menor capacidade de uma aresta ao longo deste caminho.

gargalo igual a 1



Fluxos em redes

Def.: O gargalo de um caminho aumentante em D’ € a
menor capacidade de uma aresta ao longo deste caminho.

gargalo igual a 1



Fluxos em redes

Lema: Dados D e f, se ha um caminho aumentante em D’
cujo gargalo é g, entdo existe um fluxo f,,,, em D com
valorf_ (D) =f (D) + g.

Novo




Fluxos em redes

Lema: Dados D e f, se ha um caminho aumentante em D’
cujo gargalo e g, entdo existe um fluxo f,,, em D com

valorf_ (D) =f (D) + g.

Demonstracao:
Seja e’ e’,e’;...e’°, um caminho aumentante em D’ com gargalo g.
Sejame, ,e,,€,, ..., €, asarestas correspondentes em D.

Paraj =1, 2, ..., k, faca:
* see’; e aresta de aumento de fluxo, entao f,,(e;) = f(g;) + g
* see’; e aresta de reducao de fluxo, entao f.(e) =f(e) — g

Para as demais arestas de D, faca f, ,(€;) = T (g)).




Fluxos em redes

llustracao do lema




Fluxos em redes

llustracao do lema

rede D com fluxo f tal que f(D)=4



Fluxos em redes
llustracao do lema

rede residual D’de D



Fluxos em redes
llustracao do lema

caminho aumentante em D’com gargalo 1



Fluxos em redes

llustracao do lema

C 3 2
4 2
1 1 211
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arestas Correspondentes em D




Fluxos em redes

llustracao do lema

C 3 2
4 2
1 1 21
2|2 b
4 3
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31
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arestas Correspondentes em D




Fluxos em redes

llustracao do lema

em D tal que f,,,(D) =5

novo fluxo f

NOVO



Fluxos em redes

Teorema: Dados D e f, temos que:
f é fluxo maximo sss nao ha caminho aumentante em D’.




Fluxos em redes

Teorema: Dados D e f, temos que:
f é fluxo maximo sss nao ha caminho aumentante em D’.

fluxo f maximo com valor f (D) =7



Fluxos em redes

Teorema: Dados D e f, temos que:
f é fluxo maximo sss nao ha caminho aumentante em D’.

rede residual D’ relativa ao fluxo f



Fluxos em redes

Teorema: Dados D e f, temos que:
f é fluxo maximo sss nao ha caminho aumentante em D’.

nao ha caminho aumentante na rede residual D!



Fluxos em redes

Teorema: Seja f um fluxo maximo em uma rede D, e
(S, S’ ) um corte minimo em D. Entdo f (D) = c(S, S*).




Fluxos em redes

Teorema: Seja f um fluxo maximo em uma rede D, e
(S, S’ ) um corte minimo em D. Entdo f (D) = c(S, S*).
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Fluxos em redes

f(D)=7=c(S,S)
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Fluxos em redes

Corolario: Sejam f fluxoe (S, S’ ) corte em D. Entao:
(S, S’ ) é minimo sss toda arestade ( S, S’)" esta saturada
e toda aresta de (S, S’) tem fluxo zero.
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Fluxos em redes

Algoritmo para determinar um fluxo maximo

Entrada: Uma rede D
f « fluxo inicial qualquer
D’ « rede residual de D relativa ao fluxo f
enqguanto D’ tem caminho aumentante e’; e’, ¢’, ... €’, faca
g «— gargalo do caminho aumentante e’, e’, e’; ... €’
para J=1,2, .., K faca
seja e; a aresta de D correspondente a €’;
se €’; e aresta de aumento de fluxo entao f (e) =f(g;) + g
se e’; e aresta de reducao de fluxo entao f(e;) =f(e) — g
fim-para
D’ « rede residual de D relativa ao novo fluxo f
fim-engquanto
retornar f




