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Aritmética Computacional

* Palavras (words) de bits podem ser
representadas como numeros binarios

 NUmeros podem ser inteiros, reais,
posItivos e negativos

 Manipulacao de niumeros:
— Soma
— Subtracao
— Multiplicacao
— Divisao



Representacao de Numeros

 Em qualquer base numérica, o valor do
I-esimo digito d é:
d x base'
e Os bits sao numerados com 0, 1, 2, 3, ...

da direita para a esquerda em uma
palavra (word)

 Exemplo:
1011, = {(1x23) + (0x22) + (1x2%) + (1x2%)}, = 11,5



Representacao de Numeros

 Bit menos significativo para designar o
bit O

e Bit mais significativo para designar o
bit de mais alta ordem

— Por exemplo, o bit 31 numa palavra de 32
bits



Representacao de Numeros

e Palavra manipulada por um computador
— Tamanho limitado

— Os numeros que podem ser representados
também tém tamanho limitado

« Palavra de 32 bits
— Menor numero possivel =0
— Maior nimero possivel = 232 -1



Representacao de Numeros

e Se as operacoes sobre 0s numeros
gerarem resultados que nao podem ser
representados pelos n bits ocorre:

— Overflow (nUmeros muito grandes)
— Underflow (nUmeros muito pequenos)

e Tanto o overflow quanto o underflow
geram excecoes e sao tratados pelo
sistema operacional



Numeros Com e Sem Sinal

e Os programas de computador calculam
numeros positivos e negativos

— Representacdo de niumeros com sinal

e Sinal e Magnitude — Acrescentar um sinal
separado, que possa ser representado em
um unico bit
— Colocar o bit de sinal a direita ou a esquerda?
— Representacao de O positivo e negativo



Numeros Com e Sem Sinal

« Complemento aum
— O negativo de um complemento a um é
encontrado invertendo-se cada bit. Por
exemplo, para uma palavra de 4 bits:
e 0111, =+ 74,
1000, = - 74,
— Representacao de dois 0s: 00...00,é00
positivo e 11...11, € o0 O negativo

— Quantidade: -2"m1+1<X<21 -1
— Etapa extra para subtrair um namero



Numeros Com e Sem Sinal

« Complemento a dois
— Convencao
 Os iniciais significa positivo
e 1s iniciais significa negativo
— Representacao de nimeros positivos e

negativos de 32 bits em termos do valor do
bit vezes uma poténcia de 2

(Xa1 X -291) + (X5 X 2%9) + ... + (X x 21) + (X, % 2)
— Quantidade: -2 < X <21 -1



Numeros Com e Sem Sinal

e Vantagens do complemento a dois
— Representar nUmeros negativos sempre com
0 bit 1 em sua posicao mais significativa

— Hardware so0 precisa testar este bit para
verificar se 0 numero € positivo ou negativo
(bit de sinal)

— Menor custo
e Hardware sO para a soma



Numeros Com e Sem Sinal

 Obtencao do complemento a dois
— Inverte-se o0 numero binario e depois soma-se
1 a este valor
e X+X=-1=>X+1=-X

— Regra simples
« Copie da direita para a esquerda todos os bits até
encontrar o primeiro bit 1 inclusive, e

e Inverta todos os demais bits



Numeros Com e Sem Sinal

 Exemplo para obter o complemento a
dois de numero binario com 4 bits

0110, = 64,
1001 (nGmero binario invertido)

+ 0001 (soma com 1)
1010 (complemento a 2)

Usando a regra:
0110 => 1010



Numeros Com e Sem Sinal

e« Somar o campo imediato de uma instrucao

a um registrador de 32 bits
— Converter esse numero de 16 bits para o seu
equivalente em 32 bits

 Representar um numero binéario de n bits

em um numero maior do que n bits
— O bit de sinal e replicado nos bits mais
significativos do padrao binario com mais bits



Sequéncia binaria em
complemento a dois

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000, = 04,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001, = 1,,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0010, = 24,

0111 1111 1211 1221 1121 1121 1111 1101, =2.147.483.645,,
0111 1111 1211 1211 1721 1121 1111 1110, =2.147.483.646,,
0111 1211 1221 1211 1121 1121 1121 1111, =2.147.483.647,,
1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000, = -2.147.483.648,,
1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001, =-2.147.483.647 4,
1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0010, =-2.147.483.646,,

11171 17111 1111 1171 12171 1111 1111 1101, =-34,
11171 17111 1121 1171 11171 1711 1111 1110, =-24,
1111 1171 1211 1171 1211 2111 1211 1111, =-1,,




Adicao e Subtracao

e SOma
— Os bits sao somados um a um da direita para
a esquerda
— Os carries sao passados para o proximo bit a
esquerda

e Subtracao
— Usa a adicao
— Subtraendo é simplesmente negado antes de
ser somado ao minuendo
— A maqguina trata os numeros representados
em complemento a 2



Adicao e Subtracao

 Operacoes de soma (3+2) e subtracao (3-2)
entre dois nimeros representados com 4
digitos binarios

Representacao Binaria Soma Subtracéao

3 =0011 1 (vaium) 111 (vai um)

2 =0010 0011 0011

5 =0101 (Soma) +0010 +1110 (compl. 2)
1 =0001 (Subtracao) 0101 0001



Adicao e Subtracao

e Condicoes de overflow para adicao e

subtracao
Operacao Operando A Operando B Resultado
A+B >=0 >=0 <0
A+B <0 <0 >=0
A-B >= <0 <0
A-B <0 >=0 >=0

 Nenhum overflow pode ocorrer ao somar

operandos positivos e negativos

17



Interface Hardware/Software

* O projetista de computador precisa decidir
como tratar overflows aritmeticos

— Linguagem C ignora o overflow de inteiros

— Linguagem Fortran exige que o programador
seja notificado



Interface Hardware/Software

O MIPS detecta o overflow com uma

excecao (ou interrupcao)

— Chamada de procedimento nao planejada que
Interrompe a execucao do programa

— O endereco da instrucao que causou o
overflow e salvo no registrador EPC
(Exception Program Counter — Contador de
Programa de Excecao)

— O controle é transferido para a rotina que trata
essa excecao



Interface Hardware/Software

e Ainstrucao mfcO (move from system control)

é usada pelo S.O. para copiar o EPC em um
registrador de uso geral

— Retornar a instrucao problematica por meio de
uma instrucao jr

O hardware deve provocar uma excecao em

algumas instrucoes aritméticas
— Causam excecao no overflow: add, addi e sub
— Nao causam excecao no overflow:

addu (add unsigned), addiu e subu



Construcao de Unidade
Logica Aritmetica
 ALU (Arithmetic Logic Unit)
— Dispositivo que realiza as operacoes logicas

e aritmeéticas, definidas pelo conjunto de
iInstrucoes, dentro do processador

 ALU é construida basicamente por quatro
blocos basicos de hardware: portas AND,
OR, NOT e multiplexadores

 Operacoes logicas sao as mais simples de
serem realizadas, pois sao mapeadas
diretamente com componentes do hardware




Construcao de Unidade
Logica Aritmetica

« Adicao — Circuito

— Duas entradas para os operandos
— Uma saida para a soma

— Uma entrada relativa ao carry in
— Uma saida para o carry out

e Somador de um hit

l carry in

——>

l carry out

sSoma



Construcao de Unidade
Logica Aritmética
e As saidas soma e carry out podem ser
especificadas através de equacoes logicas

CarryOut = (b.Carryin) + (a.Carryln) + (a.b)

Soma=(a.b.Carryln) + (a.b . Carryin) +
(a.b.Carryln) + (a.b . Carryln)



Construcao de Unidade
Logica Aritmetica
* Projeto da ALU de n bits
—n somadores de um bit

e Carry outs dos bits menos significativos
podem ser propagados por toda a extensao
do somador, gerando um carry out no bit
mais significativo do resultado da operacao

e Este somador &€ denominado somador de
carry propagado



Construcao de Unidade
Logica Aritmetica
e Subtracao

— Soma o0 minuendo com a negacao do
subtraendo

e Acrescenta uma entrada invertida de b ao
somador e ativa o carry in do bit menos
significativo

e O somador calcula:
a+tb+l=za+(b+1)=a+(-b)=a-b



Construcao de Unidade
Logica Aritmética
O problema com o somador de carry
propagado esta relacionado a velocidade
de propagacao do carry

— Sequencial
— Lenta

e Para solucionar este problema existem

diversos esquemas para antecipar o carry
— Mais portas logicas
— Aumento no custo



Construcao de Unidade
Logica Aritmética
« Um dos esquemas para antecipar o carry
— Carry Lookahead

— Implementacdo com base em varios niveis de
abstracao

» Abreviacao c; iI-ésimo bit de carry

 Equacao do carry
Ciry = (bj. C) + (& .C) + (& . by)
Ci+1 = (& . by) + (g + b)) . C;



Construcao de Unidade
Logica Aritmetica
e Termos

(& . b)) => gerador (g;)
(8 + b)) => propagador (p;)

 Usando estas relacoes para definir o
proximo carry

Cir1 =0it Pj - C



Construcao de Unidade
Logica Aritmética
e Qualguer equacao légica pode ser

implementada com uma logica de dois
niveis

« Mesmo esta formulacao mais simplificada

pode gerar equacoes muito grandes
— Circuitos logicos relativamente grandes e caros,

dependendo do numero de bits a serem
somados



Multiplicacao

e O primeiro operando € o multiplicando e o
segundo é o multiplicador. O resultado € o
produto

Multiplicando 1000
Multiplicador x 1001
1000
0000
0000
1000
Produto 1001000




Multiplicacao

A multiplicacao de um multiplicando de n
bits por um multiplicador de m bits € um

produto que possul n + m bits (ignorando
0 bit de sinal)

* Existem somente duas opcoes durante a
multiplicacao
— Colocar uma copia do multiplicando no lugar

apropriado se o digito do multiplicador for 1
— Colocar 0 no lugar apropriado se o digito for O



Multiplicacao

* Os registradores Produto e Multiplicador
sao combinados em um soO

e O algoritmo comeca com o Multiplicador na
metade a direta do registrador Produto, e O
na metade a esquerda



Multiplicacao

 Hardware de multiplicacao

Multiplicando

l 132 bits

=z
\’%LU de 32 Ems/

Y sl
Prokiuto Deslocar a direita | (/Teste de
Escrever |- controle

64 bits T




Multiplicacao

« Algoritmo da multiplicacao
1) Testa se ProdutoO € igualaO ou 1

2) ProdutoO = 0, passa ao item 4

3) ProdutoO = 1, soma o Multiplicando a metade esquerda do Produto
e coloca o resultado na metade a esquerda do Produto

4) Desloca o Produto 1 bit a direita

5) Verifica se foram realizadas todas as repeticdes necessarias de
acordo com o tamanho da palavra, se nao volta ao item 1

6) Fim



Multiplicacao

e Multiplicacao com sinal
— Converter o multiplicador e o multiplicando
em numeros positivos
— Depois lembrar dos sinais originais
— Produto sera negativo se 0s sinais originais
forem diferentes

e Multiplicacao no MIPS
— O MIPS oferece um par separado de
registradores de 32 bits, chamados Hi e Lo,
para conter o produto de 64 bits



Divisao
 E a operacéo reciproca da multiplicacéo
 No algoritmo sao utilizados dois operandos,

o dividendo e o divisor, e produzidos dois
resultados, o gquociente e o resto

Dividendo = Quociente x Divisor + Resto

onde o resto € menor que o divisor



Divisao

 E necessario que seja detectada a divisdo
por zero, que € matematicamente invalida

e O algoritmo basico da divisao tenta ver o
guanto um numero pode ser subtraido,
criando um digito do quociente em cada

tentativa
— O computador nao sabe, com antecedéncia, se
o divisor € menor do gque o dividendo



Divisao

* Os registradores Resto e Quociente sao
combinados em um so

e O algoritmo comeca com o Dividendo na
metade a direita do registrador Resto, e O
na metade a esquerda

* Ao final do algoritmo, o resto estara na
metade a esquerda do registrador Resto, e
0 Quociente na metade a direita



Divisao

e Hardware de divisao

'

—

Divisor !

32 bits

\x

b 4
AR
LU de 32 bit

-

Deslocar a direita

Resto Deslocar a esquerda

Escrever

64 bits

=l
g

]

Teste de
controle

!

39



Divisao

« Algoritmo da divisao
1) Desloca o registrador Resto 1 bit a esquerda

2) Subtrai o Divisor da metade a esquerda do registrador Resto e
armazena o resultado na metade esquerda do registrador Resto

3) Testa se Resto € menor do que O

4) Resto < 0, restaura valor original com Divisor + metade esquerda
do Resto, armazenando na metade esquerda do registrador Resto e
deslocando 1 bit a esquerda, inserindo 0 no novo bit menos
significativo, passa ao item 6

5) Resto = 0, desloca o registrador Resto 1 bit a esquerda, inserindo
1 no novo bit mais a direita

6) Verifica se foram realizadas todas as repeticdes necessarias de
acordo com o tamanho da palavra, se nao volta ao item 2

7) Desloca a metade a esquerda do registrador Resto 1 bit a direita,
Fim



Divisao

e Divisao com sinal
— Converter o divisor e o dividendo em numeros
positivos e depois lembrar dos sinais originais
— Negar o quociente se 0s sinais dos operandos
forem opostos e fazer o sinal do resto (diferente
de 0) igual ao sinal do dividendo

e Divisao no MIPS

— Utiliza os registradores Hi e Lo de 32 hits
— Ao final do algoritmo, Hi contém o restoe Lo
contém o guociente



Ponto Flutuante

* As linguagens de programacao admitem
numeros fracionarios (numeros reais)

e Além disso, muitas vezes 0s numeros sao
maiores do que agueles representados
com um Inteiro de 32 bits com sinal

 Exemplos:

3,14159265...,, (1)

2,71828...., (€)

0,000000001,, = 1,0, X 109
3.155.760.000,, = 3,15576,, x 10°



Ponto Flutuante

 Notacao cientifica
— Um unico digito a esquerda da virgula
— Por exemplo: 3,15576,, x 10°

 Um numero em notacao cientifica que nao
possui 0s na parte inteira € denominado de
numero normalizado

1,0, X 10 esta normalizado
0,1, x 108 e 10,0,, x 1019 n&o estéo



Ponto Flutuante

e Em binario, o formato utilizado é:

1, XXXXXXXX, X 2Y¥YY

o A aritmética computacional que manipula
esses numeros € denominada de ponto
flutuante (pf)



Ponto Flutuante

« A notacao cientifica normalizada oferece

trés vantagens
— Simplifica a troca de dados, que incluem
numeros em pf, entre diferentes computadores

— Simplifica os algoritmos aritmeéticos de pf, pois
0S nUmeros sempre estarao nessa forma

— Aumenta a precisao dos nimeros gue podem
ser armazenados em uma palavra, pois os 0s
desnecessarios sao substituidos por digitos
reais a direita da virgula



Ponto Flutuante

 Numeros em ponto flutuante no MIPS
(precisao simples) tém o formato:
32 bits

< >

S expoente mantissa
1 8 23

— s: sinal do numero (1 significando negativo)

— expoente: campo para o expoente (incluindo
0 sinal)

— mantissa: campo para a parte fracionaria



Ponto Flutuante

« Com 8 bits para o expoente e 23 bits para

a mantissa, € possivel representar:
— Fracdes quase tado pequenas quanto 2,0x10-38
— NUumeros quase tdo grandes quanto 2,0x1038

* O overflow significa que o0 expoente &
muito grande para ser representado no
campo de expoente



Ponto Flutuante

 Se uma fracao € pequena demais para ser
representada, significa que o expoente
negativo € muito grande para caber no

campo de expoente
— Essa situacao € denominada de underflow

e Para reduzir as chances de underflow ou
overflow é necessario oferecer outro
formato com um expoente maior



Ponto Flutuante

* Ponto flutuante com precisao dupla:

64 bhits

< >

S expoente mantissa
1 11 52

— Utiliza 2 palavras no MIPS

— Fracdes quase tdo pequenas quanto 2,0x10-39%8
— NUumeros quase tdo grandes quanto 2,0x10308
— Principal vantagem € sua maior precisao



Ponto Flutuante

O padrao IEEE 754 para ponto flutuante,
usado por computadores desde 1980, nao
representa o bit 1 inicial dos numeros
binarios normalizados
— Considera-o implicito, ja que todos os numeros

binarios normalizados possuem antes da
virgula o bit ligado



Ponto Flutuante

e O padrao IEEE 754 garante uma mantissa
de 24 bits (1 implicito + 23) em precisao
simples e 53 bits (1 implicito + 52) em
precisao dupla

e Arepresentacao dos niumeros em ponto
flutuante corresponde a:

(-1)® x (1 + Mantissa) x 2&xpoente



Ponto Flutuante

 Padrao de ponto flutuante IEEE 754
— Simbolos especiais para representar eventos

Incomuns
Precisao dupla Objeto representado
Expoente Mantissa Expoente Mantissa
0 0 0 0 0
0 nao zero 0 nao zero + numero desnormalizado

1-254 qualquer valor 1-2046  qualquer valor £ ndmero ponto flutuante
255 0 2047 0 + infinito
255 nao zero 2047 nao zero NaN (Not a Number)



Ponto Flutuante

e O padrao IEEE 754 também busca uma
representacao de pf que possa ser
facilmente processada por comparacoes de

Inteiros, especialmente para ordenacao

— O campo de sinal esta no bit mais significativo,
permitindo um teste rapido de menor que,
maior que ou igual a 0

— Colocar o expoente antes da mantissa simplifica
a ordenacao, ja que numeros com expoentes
maiores SA0 maiores que 0s gue tem expoentes
menores (se expoentes com o0 mesmo sinal)



Ponto Flutuante

* Expoentes negativos impoem um desafio a
ordenacao simplificada

 Complemento a dois ou qualguer outra
notacao em gue 0s expoentes negativos
possuem um 1 no bit mais significativo do

campo expoente
— Expoente negativo parecera numero grande
— Por exemplo:

1,0, x 21 = 011111111 000 ...
1,0, x 2*1 =0 00000001 000 ...



Ponto Flutuante

e A notacao desejavel deve representar o
expoente mais negativo como 00...00, e 0
mais positivo como 11...11,

— Essa convencao € denominada notacao
deslocada (biased notation)

— Sendo o bias, o numero subtraido do expoente,
sem sinal, para determinar o valor real




Ponto Flutuante

O padrao IEEE 754 usa um bias de 127

para a precisao simples
— Expoente -1: -1 + 127,, = 126,, => 01111110,
— Expoente +1: +1 + 127,, = 128,, => 10000000,

* O bias do expoente para a precisao dupla
é 1023

* Arepresentacao do numero em ponto
flutuante é:

(_1)5 X (1 + I\/Iantissa) x 9PExpoente - bias



Ponto Flutuante

 Exemplo: Mostre a representacao binaria
do padréao IEEE 754 para o numero -0,75,,
em precisao simples
— Em decimal: -0,75 = -3/4 = - 3/27
— Em binario: -(11/100) =-0,11 x 20 =-1,1 x 21
— Expoente (precisao simples) é: -1 + 127 = 126
— Resultado:
(-1)! x (1 + 0,1000 0000 0000 0000 0000 000,) x 2(126-127)
— Arepresentacao binaria é:

313029 282726125 24/2322 2120 19/18/17 16/15(14(13/1211110/9 8 7 6|5 43 2[1 0

1011111101000000000000000000000O0
1 bit 8 bits 23 bits




Ponto Flutuante

« Adicao e multiplicacao em ponto flutuante

— Utillizam as operacoes inteiras correspondentes
para operar as mantissas

— Manipulacao extra nos expoentes e para a
normalizacao dos resultados



Ponto Flutuante

« Algoritmo da adicao

1) Compare o expoente dos dois numeros. Desloque 0 menor numero
a direita até que seu expoente se iguale ao maior numero

2) Some as mantissas

3) Normalize a soma, deslocando a direita e incrementando o
expoente ou deslocando a esquerda e decrementando o expoente

4) Teste se overflow ou underflow

5) Sim, gera excecao

6) Nao, arredonde a mantissa para o numero de bits apropriado
7) Testa se resultado esta normalizado

8) Sim, Fim

9) Nao, retorna ao passo 3



Ponto Flutuante

« Exemplo da adicao: Sejam os numeros
9,999,, % 10t e 1,610,, x 10t. Suponha a
restricao de 4 digitos para a mantissa e 2
digitos para o expoente

1) A virgula do numero com menor expoente é

alinhada: 1,610 x 101 =0,01610 x 10%. E
preciso manter 4 digitos na mantissa: 0,016

2) As mantissas sao somadas: 9,999 + 0,016 =
10,015. Asoma é 10,015 x 10!. Nesse passo
é determinado o sinal do resultado



Ponto Flutuante

3) O numero é normalizado: 10,015 x 10! =

1,0015 x 102 (é necessario verificar se ocorre
overflow ou underflow no expoente)

4) A mantissa € arredondada para 4 digitos:
1,0015 x 102 = 1,002 x 102

A regra pode ser: se o ultimo digito esta entre
0 e 4, o nUmero e truncado, se esta entre 5 e
9, 0 numero € truncado e soma-se 1 ao ultimo
digito. Caso exista uma séria de 9s entao o
passo 3 deve ser repetido



Ponto Flutuante

« Algoritmo da multiplicacao
1) Soma os expoentes com peso dos dois numeros, subtraindo o
valor do peso da soma para obter o novo expoente
2) Multipligue as mantissas

3) Normalize o produto se necessario, deslocando a direita e
Incrementando o expoente

4) Teste se overflow ou underflow

5) Sim, gera excecao

6) Nao, arredonde a mantissa para o numero de bits apropriado
7) Testa se resultado esta normalizado

8) Nao, retorna ao passo 3

9) Sim, faca o sinal do produto positivo se ambos os sinais dos
operandos originais s&o 0s mesmaos, caso contrario o sinal é
negativo, Fim



Ponto Flutuante

 Exemplo da multiplicacao: Sejam os
numeros 1,110,, x 10'% e 9,200,, x 10-.
Suponha a restricao de 4 digitos para a
mantissa e 2 digitos para o0 expoente

1) Os expoentes sao somados: 10 + (-5) =5
(para os expoentes deslocados 137 + 122 —

127 =132=5+127)

2) As mantissas sao multiplicadas: 1,110 x 9,200
=10,212000 = 10,212. Desta forma, o produto
é 10,212 x 10°



Ponto Flutuante

3) O numero é normalizado: 10,212 x 10° =
1,0212 x 10° (é necessario verificar se ocorre
overflow ou underflow no expoente)

4) A mantissa € arredondada para 4 digitos:
1,0212 x 10°=1,021 x 10°

5) O sinal do produto é positivo, pois 0s sinais
dos 2 operandos sao iguais. O produto é:
+1,021 x 106



Aritmética Computacional

e Padroes de bits podem representar inteiros
com sinal, inteiros sem sinal, nimeros de
ponto flutuante, instrucoes, etc. O que um
padrao de bits representa depende da
Instrucao gue o opera



Aritmética Computacional

A principal diferenca entre os niumeros do
mundo real e os numeros do computador &
gue esses ultimos possuem tamanho
limitado e, portanto, uma precisao limitada

— E possivel calcular nimeros muito grandes ou

Muito pequenos para serem representados em
uma palavra (word)

— Os programadores devem estar cientes desses

limites e escrever programas de acordo com
essas restricoes
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