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Abstract The Covering Tour Problem is a job sequencing problem and it is defined
on a graph G = (VUW, E), where W is a set of vertices that must be covered. The
problem consists of determining a minimum length Hamiltonian cycle on a subset
of V such that every vertex of W is within a given distance d from at least one
node in the cycle. Being a generalization of the Traveling Salesman Problem, this
problem is NP-Hard. This work presents a new mathematical formulation based on
flow variables, reduction rules for the associated graph and an original metaheuristc
algorithm to solve the Covering Tour Problem approximately.

Resumo O Problema de Recobrimento de Rotas (PRR) é um problema de sequen-
ciamento de tarefas definido sob um grafo G = (V U W, E), onde W é o conjunto
de vértices que devem ser cobertos. O problema consiste em determinar uma rota
ou um ciclo Hamiltoniano de comprimento minimo sob um subconjunto de V', de
modo que todo vértice de W diste no maximo d de algum vértice da rota. Sendo
uma generaliza¢io do Problema do Caixeiro Viajante (PCV), o PRR é considerado
NP-dificil. Este trabalho apresenta: uma nova formulagdo matemdtica baseada em
varidveis de fluxo, regras para a redugao do grafo associado e uma metaheuristica
original para solucionar aproximadamente o PRR.

1. Introducao

O impacto das novas tecnologias em computacao tem mostrado uma necessidade ca-
da vez maior de resolver problemas até entdo desconsiderados. Diante das diversas
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mudancas no tratamento de problemas dificeis de otimizacao, que englobam os prob-
lemas do mundo real, os métodos classicos de otimizacao tém encontrado grandes
dificuldades para obter uma solucdo étima (6timo global), mesmo quando estes
métodos possuem teoricamente a garantia de atingi-la. A grande quantidade de
problemas de otimizacao de elevada complexidade encontrados em diferentes areas,
tem provocado a necessidade de se pesquisar cada vez mais o desenvolvimento de
novos métodos eficientes nao sé do ponto de vista tedrico, como também do ponto
de vista operacional. Esses métodos sao usualmente o resultado da adaptacdo de
idéias de uma grande variedade de areas, esperando que se produza procedimentos
eficientes e hdbeis para lidar com problemas cada vez mais complexos e dinamicos.
Um destes procedimentos chamados de metaheuristicas possuem como principais
caracteristicas a existéncia de ferramentas que possibilitam se esquivar de 6timos
locais ainda distantes da solucdo 6tima do problema e a flexibilidade, responsdvel
por uma melhor adaptacao ao espaco de busca. Eproposto neste trabalho: uma no-
va formulacdo matemaética para o Problema de Recobrimento de Rotas, um estudo
de regras para a reducao do grafo a ele associado, assim como um novo algoritmo
aproximado.

2. O Problema de Recobrimento de Rotas

Inicialmente definido por John Current [1], o Problema de Recobrimento de Rotas,
referido na literatura por Covering Tour Problem (CTP), é uma generalizagido do
Problema do Caixeiro Viajante (Traveling Salesman Problem - TSP) e pode ser
definido da seguinte maneira:

Seja G = (V UW, E) um grafo nao direcionado, onde VUW = {1,...,n} rep-
resenta o conjunto de vértices, e E = {(i,7) | i,7 € VUW,i < j} o conjunto de
arestas. O vértice (s = 1) representa o vértice origem; V' o conjunto dos vértices
que podem ser visitados; T' C V' o conjunto dos vértices que devem ser visitados
(s € T), e W o conjunto dos vértices que devem ser cobertos. A matriz de distancia
C = (cij), definida sob o conjunto de arestas E, utiliza a métrica Euclideana.

O PRR consiste em determinar uma rota ou um ciclo Hamiltoniano de compri-
mento minimo sob um subconjunto de V . Esta rota deve conter todos os vértices
de T e deve cobrir cada vértice de W. Um vértice i € W é considerado coberto se
distar no maximo d de algum vértice da rota, onde d é um dado de entrada.

O PRR é considerado NP-dificil uma vez que se reduz ao Problema do Caixeiro
Viajante quando d = 0 e todos os vértices de V' coincidem com os vértices de W,
ou seja, V. =W.

Apesar de possuir diversas aplicacoes, o PRR néo tem recebido muita aten¢do na
literatura afim. Apenas duas heuristicas e dois métodos exatos foram apresentados
para o problema. A primeira heuristica encontra solucdes iniciais para o método
exato [1]. A segunda [2] combina uma heuristica para o PCV com outra para o
Problema de Recobrimento de Vértices. Maniezzo et al. [3] apresenta trés versdes
da metaheuristica Scatter Search para o PRR.
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3. Procedimentos Propostos

Em Otimizagdo Combinatéria, muitos problemas sdo classificados como NP-dificeis,
dentre eles as diversas generalizacoes do TSP. Embora atualmente existam eficientes
técnicas exatas para a solucao destes problemas, reconhecemos que a sua complex-
idade dificulta ou até inviabiliza a solucdo de instancias de elevadas dimensoes,
como as associadas a problemas reais. Uma alternativa tem sido o uso de técnicas
aproximadas ou heuristicas no sentido de obter solugoes de boa qualidade em um
tempo computacional suportavel. Contudo, o simples uso destas técnicas pode nao
ser suficiente para atingir objetivos que conjugam qualidade com tempos computa-
cionais suportaveis. Este trabalho propoe um conjunto de testes de reducao para o
PRR a ser incorporado tanto em métodos exatos quanto aproximados, cujo objetivo
é manter a qualidade da solucéo final utilizando um tempo computacional reduzi-
do. Além dos testes de reducdo, também é proposto uma descricdo mais genérica
para o PRR e uma nova formulacdo matemdtica introduzindo varidveis de fluxo.
Adicionalmente apresentamos um algoritmo metaheuristico que compartilha carac-
teristicas de duas metaheuristicas conhecidas como GRASP (Greedy Randomized
Adaptive Search Procedures)[5] e VNS (Variable Neigborhood Search) [4].

3..1 Formulacao Proposta

Este trabalho define uma generalizagdio PRR, denominado Problema de Recobri-
mento de Rotas Genérico (PRRG). O PRRG consiste em determinar uma rota de
comprimento minimo sob um subconjunto de vértices de W além de um subcon-
junto de vértices de V. Desta forma, permitimos que os vértices de W também
poderao ser utilizados para cobrir a si préprio e a outros vértices deste conjunto
numa solucdo do PRRG.

Problema de Recobrimento de Rotas também pode ser formulado como o Proble-
ma do Caixeiro Viajante Generalizado (PCVG), o que torna possivel particionar os
vértices do PRRG em um conjunto de grupamentos para o problema. Considerando
o PRRG, definimos os grupamentos do seguinte modo:

Ci={jeVUW|¢y <d}, Vie W (3.1)

C, = {t}, VteT (3.2)

A Figura 1 ilustra uma instancia para o PRR com 29 vértices, tendo os seus
respectivos grupamentos ilustrados pelas circunferéncias.

De acordo com a literatura, o PRR foi primeiramente formulado por Current
[1]. Mais tarde, Gendreau et al. [2] e Maniezzo et al. [3] apresentaram novas for-
mulacoes para o problema. Todas estas formulacgoes utilizam restrigoes tradicionais
do PCV para evitar a formacado de subciclos desconexos da origem. Nesta se¢ao,
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Figura 1: Formacao dos grupamentos dos nés do PRRG

é proposto uma nova formulacdo para o PRRG introduzindo varidveis de fluxo.
Na formulagdo aqui proposta o nimero de restri¢ées é polinomial no tamanho do
problema, ao contrario das demais formulacoes propostas, que exige um nimero
exponencial de desigualdades associadas as formulacoes do PRR. A idéia bésica da
formulagido aqui proposta, é associar uma varidvel de fluxo a cada aresta (i,5) € E.
Seja yg, para k € V, uma varidvel bindria igual a 1 se e, somente se, o vértice k
estiver na rota e zero, caso contrario. Se k € T, entdo y; é necessariamente igual
a 1. Seja z;;, para todo v;,v; € V com ¢ # j, uma varidvel binaria que é igual a
1 se e, somente se, a aresta (i,j) pertence & rota e zero, caso contririo. Também
sdo definidos coeficientes bindrios J;;, iguais a 1 se e, somente se, I € W puder ser
cobertopor k € V (isto é,se cip < ce Sy = {k € V| éu, = 1}) e zero, caso contrdrio.
A variavel de fluxo associada a cada (i,j) € E, com i # j, é definida como uma
variavel inteira ndo negativa, 2;;, que representa a quantidade de fluxo escoado no
arco (4,7). De posse destas consideracoes, a formulagio apresentada é descrita da
seguinte forma:

(PRRG) minimize Z CijTij, sa: (3.3)
i<jlijev
du>1 (View), (3.4)
k€ES)
@+ Y wj =2k (Vk e VUW), (3.5)
i<k i<k

Yooay= )zt (VE € VUW — {s}), (3.6)

JEVUW iIEVUW
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doomi=l e Y ze= )y (3.7)

jeEVUW jeEVUW jeEVUW
zij; <z (Vi,Vj e VUW); (3.8)
zij > (zi5) (V] + [W] + 1) (Vi,Vj e VUW), (3.9)
yr =1 (VkeT), (3.10)
yr € {0,1} (VkeV\T) e z;; € {0,1} (Vi,Vj e VUW) (3.11)
zi; € ZY (Vi,Vj € VUW). (3.12)

Nesta formulacéo, definidas pelas restricdes (3.3)-(3.12), as restricoes (3.4) as-
seguram que cada vértice de W é coberto por pelo menos um vértice da rota. As
restri¢oes (3.5) representam as equagoes de conservacao de fluxo. As restrigoes (3.6)
e (3.7), asseguram a conectividade da rota. As restrigoes (3.8) e (3.9), asseguram
que a rota gerada a partir da varidvel de fluxo (z;;) e pela varidvel de decisdo (z;;)
sdo coincidentes. As restri¢des (3.10) asseguram que cada vértice de T' necessari-
amente faz parte da rota. Finalmete, as restrigoes (3.11) e (3.12) representdo as
condigoes de integralidade do problema.

3..2 Testes de Reducgao para o PRRG

As dimensoes elevadas dos problemas de otimizacao combinatéria quando associadas
a aplicacoes reais se caracterizam pela grande quantidade de solucées no seu espaco
de busca. Pela limitacdo do tempo computacional disponivel e pela complexidade
de determinadas técnicas de busca, muitas heuristicas acabam explorando apenas
um nimero reduzido de étimos locais, comprometendo, com isso em alguns casos,
a qualidade da solucdo final obtida. Um dos recursos que pode ser implementado
para superar este obstaculo é a utilizacdo de técnicas de reducdo do espago de
busca, cujo objetivo principal é a eliminacdo de informacoes que sao consideradas
irrelevantes ao estudo do problema e acabam por consumir mais tempo de execugao
nos algoritmos propostos para solucioné-lo. Os testes apresentados em [2] e [3] para
a simplificacao do espaco de busca de uma instancia do PRR, ndo funcionam para a
versdo generalizada (PRRG) que estd sendo utilizada neste trabalho. Desta forma,
é proposto neste trabalho, novos testes de redugio para o PRRG. Seja Cob = (cob;;)
uma matriz [W| x [VUW]| (0 — 1), onde cob;; = 1,7 € W,j € VUW se e, somente
se ¢;; < d. Os conjuntos W e V podem ser reduzidos utilizando uma tnica vez as
seguintes regras:

e Transformar cada vértice i € W, tal que cob;, = 1, com k € T', em um vértice
le V\T;

e Remover todo vértice i € V\T, tal que cobj; =0, Vj € W.
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A No de V\T A
W No de T
® Node W

@ No de W que se tornara
no de VA\T

Figura 2: Tlustragdo dos nés do conjunto W transformados em nds optativos (V\T)

Considerando o grafo associado ao PRRG apresentado na Figura 1, a aplicacao
da primeira regra do teste de reducdo é ilustrada na Figura 2.

A Figura 3 ilustra as alteracbes provocadas no grafo ao final da segunda regra
do teste.

O grafo reduzido apéds o teste de reducdo é apresentado na figura ?77?.

3..3 Metaheuristica GRASP/VNS para o PRRG

Nesta sec¢ao, é proposto um algoritmo metaheuristico para solucionar aproximada-
mente o PRRG, reunindo conceitos de GRASP (Greedy Randomized Adaptive
Search Procedures) [5] e VNS (Variable Neighborhood Search Procedures) [4].

A metaheuritica GRASP é um método iterativo, randémico e adaptativo onde
cada iteragdo possui duas fases: uma fase de construcao, seguida de uma fase de
melhorias, cujo objetivo é encontrar uma solucdo 6tima local. A fase de construcio
é também iterativa por construir uma solucéo elemento a elemento e é gulosa por
selecionar aleatoriamente cada elemento da solucao a partir de um subconjunto
que relaciona os melhores candidatos. Uma importante caracteristica desta fase
é a adaptacdo da solucdo, uma vez que os beneficios associados a cada elemento
sao levados de uma iteracdo para outra, refletindo as mudancas ocasionadas pela
selecdo prévia de outros elementos. A fase de melhorias consiste tipicamente em
um procedimento de busca local, ja que a solucdo gerada na fase de construcdo do
GRASP pode néo ser um 6timo local.

No algoritmo proposto, a primeira fase realiza o sequenciamento do conjunto de
todos os grupamentos do grafo e a segunda fase, encontra a melhor rota a partir
dos grupamentos sequenciados na fase anterior. A primeira fase se inicia com a es-
colha aleatoria de um grupamento . Este serd o primeiro grupamento da seqiiéncia.
Os demais serao escolhidos iterativamente a partir de uma lista de candidatos que
estard diretamente relacionada ao grupamento sequenciado mais recentemente. Se
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Figura 3: Vizualizacdo da eliminacdo dos nds provocada pela segunda regra do teste
de reducao

o tamanho desta lista for elevado, partimos para a construcdo de uma lista de can-
didatos restrita (LCR) a cada passo do algoritmo de construcio. Quando ndo mais
existirem grupamentos a serem sequenciados, o algoritmo iniciard a segunda fase.
A segunda fase tem a finalidade de definir que elemento (somente um) de cada
grupamento pertencerd a rota. Adaptamos a idéia de Maniezzo et al. [3] para solu-
cionar este problema. Obtida uma permutacio dos grupamentos na primeira fase
do algoritmo, a solugao vidvel associada a esta sequencia serd o caminho minimo
desta permutacao. Como os grupamentos ndo sdo disjuntos, solugoes invidveis po-
dem ser obtidas no final da segunda fase. Sendo assim, fez-se necessario a inclusdo
de um procedimento para a eliminagdo de subciclos. O critério adotado para este
procedimento é eliminar os ciclos que apresentarem o maior acréscimo na rota.

A busca local é a fase mais importante do processo e é também a mais dis-
pendiosa computacionalmente. E nesta fase que varios 6timos locais sao investiga-
dos com o objetivo de se tentar atingir um &étimo global. No algoritmo de busca
local proposto, utiliza-se um conjunto de trocas simultaneas entre posicoes de dois
ou mais grupamentos da atual permutagao. E nesta fase que as nocoes de VNS séo
introduzidas. As vizinhancas de uma solu¢ao serdo definidas do seguinte modo: na
primeira vizinhanca, um par de grupamentos é permutado. Na segunda, dois pares
sao permutados simultaneamente e assim sucessivamente, na k-ésima vizinhanca, k
pares sao permutados simultaneamente.

3..4 Conclusoes

Este trabalho apresenta uma generalizacdo do PRR aqui denominado PRRG. Com
o objetivo de permitir um uso mais amplo tanto de métodos exatos como aproxima-
dos, é proposto um conjunto de regras compondo um teste de reducao para o grafo
associado ao PRRG. A meta bésica deste teste é a de reduzir o tamanho dos dados



8 Motta, Ochi e Martinhon

N

A No de V\T ‘O

B NodeT

® No de W

Figura 4: Grafo reduzido apds a utilizacdo do teste de reducdo proposto para o
PRRG

de entrada de cada instancia do PRRG. Nas simulagoes efetuadas para diferentes
dimensoes, observamos uma redugao média de 40% a 60% no tamanho do grafo as-
sociado. Este nivel signficativo de reducao viabiliza a solucao de instancias maiores
usando técnicas exatas, como por exemplo, utilizando a formulagao aqui proposta,
onde o nimero de restri¢oes exigidas é bem menor que nas formulacoes existentes
na literatura. Os beneficios destas regras em relacdo aos métodos aproximados sdo
latentes, uma vez que possibilitam um uso mais amplo até mesmo de heuristicas
sofisticadas como as metaheuristicas, que passam a explorar um maior nimero de
otimos locais, aumentando com isso, a possibilidade de atingir um étimo global. Os
proximos passos deste trabalho, deverdo incluir a adaptacio destas regras e da for-
mulagao aqui proposta para outras variantes do PCV, onde apenas um subconjunto
de vértices é visitado.
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