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Resumen

Una entre las metaheuristicas mas exitosas que aparecieron en los ultimos aos del siglo pasado es GRASP,
un método multi-arranque disenado para resolver problemas dificiles en optimizacion combinatoria. En su
versién bésica cada iteracién consiste en dos fases: una fase constructiva cuyo producto es una solucion
factible buena, aunque no necesariamente un 6ptimo local, y una bisqueda local, durante la cual se
examinan vecindades de la solucién, al llegar a un 6ptimo local la iteracién termina. La iteraciones
contindan, guardando la mejor solucién encontrada en cada una de ellas, hasta que se alcanza un criterio
de terminacién. En este capitulo se revisan las componentes bésicas de GRASP, junto con algunas
estrategias para el ajuste de pardmetros como es GRASP reactivo. De aqui sigue una discusién acerca
del uso de reencadenamiento de trayectorias como una forma de introducir aspectos de memoria dentro
de la busqueda local. El capitulo concluye con una descripciéon de GRASP en paralelo, con una extensa
experimentacién para comparar implementaciones independientes contra cooperativas.

1. Introduccion

Consideremos un problema de optimizacién
combinatoria definido por un conjunto base
finito £ = {1,...,n}, un conjunto de solu-
ciones factibles F' C 2, y una funcién objetivo
f : 2F — R. En la versién de minimizacién,
buscamos una solucién 6ptima S* € F' tal que
f(S*) < f(S), VS € F. El conjunto base E,
la funcién de costo f, asi como el conjunto
de soluciones factibles F' se definen para cada
problema especifico. Por ejemplo, en el caso del
problema del agente viajero, el conjunto base
FE consta de todas las aristas que conectan las
ciudades a ser visitadas, f(.5) es la suma de los
costos de todas las aristas e € S, y F' esta for-
mado por todos los subconjuntos de aristas que
determinan un ciclo Hamiltoniano.

Un procedimiento de busqueda miope aleator-
izado y adaptativo (GRASP por sus siglas en
inglés) [46, 47] es una metaheuristica para en-
contrar soluciones aproximadas (i.e. sub-épti-
mas de buena calidad, pero no necesariamente
6ptimas) a problemas de optimizacién combina-~
toria. Se basa en la premisa de que soluciones
iniciales diversas y de buena calidad juegan un
papel importante en el éxito de métodos locales
de busqueda.

Un GRASP es un método multi-arranque, en
el cual cada iteraciéon GRASP consiste en la
construccién de una solucién miope aleatoriza-
da seguida de una busqueda local usando la
soluciéon construida como el punto inicial de
la btisqueda local. Este procedimiento se repite
varias veces y la mejor solucién encontrada so-
bre todas las iteraciones GRASP se devuelve
como la solucién aproximada. El seudo-cédigo



procedure GRASP

Require: 7,4
J* 00
for i < insx do
2 « GreedyRandomized();
x < LocalSearch(z);
if f(z) < f* then
J* e flo);
¥ —
end if
end for
return z*;

Figura 1: Seudo-cédigo GRASP

en la Figura 1 ilustra un GRASP basico para
minimizacién.

En este articulo, nos centraremos primero en las
dos componentes més importantes de GRASP.
A saber, construccién y busqueda local. De-
spués examinaremos cémo el reencadenamiento
de trayectorias puede ser usado en GRASP co-
mo un mecanismo de memoria e intensificacién.
En seguida se discute GRASP paralelo. El tra-
bajo termina con una lista parcial de aplica-
ciones exitosas de GRASP.

Resenas recientes de GRASP  pueden
encontrarse en [99, 90], una exten-
sa  bibliografia comentada  estd  en
[54] y una actualizacion en el URL
http://graspheuristic.org/annotated.

2. Construcciones GRASP

En esta seccién describimos varios mecanismos
de construcciones miopes aleatorizadas. Estos
procedimientos mezclan miopia con aleator-
izacién de diferentes formas.

Todos los mecanismos de construccién consider-
ados construyen una solucién incorporando un
elemento a la vez. En cada paso del proceso de
construccion, se tiene a la mano una solucién
parcial. Un elemento que pueda seleccionarse
como parte de una solucién parcial se llama el-
emento candidato. Consideremos un problema
de cubrimiento de conjuntos, donde se tiene una
matriz A = [a;;] de ceros y unos, un costo c;

procedure Construccién-C

Require: k, E, ¢(-);
x — 0;
C — F;
Calcular costo miope c(e), Ve € C;
while C # () do
RCL « {k elementos e € C con el
menor c¢(e)};
Seleccionar un elemento s de RCL al
azar;
x—aU{sh
Actualizar el conjunto candidato C;
Calcular el costo miope c(e), Ve € C;
end while
return z;

Figura 2: Seudo-cédigo de construccién
GRASP: RCL basada en cardinalidad

para cada columna j, y se quiere determinar
un conjunto J de columnas con el menor costo
total ZjeJ ¢; tal que para cada renglén ¢, al
menos una columna j del conjunto tenga una
entrada a;; = 1. En este problema, una solucién
parcial es un conjunto de columnas que no nece-
sariamente forman un cubrimiento. Cualquier
columna que no se haya seleccionado previa-
mente es un elemento candidato. El conjunto
solucién J se construye incorporando un ele-
mento (columna) a la vez hasta que el conjunto
J sea un cubrimiento.

Para determinar qué elemento candidato selec-
cionar enseguida para incluirse en la solucién,
generalmente se hace uso de una funciéon miope.
Una funcién miope mide la contribucién local
de cada elemento a la solucién parcial. En el
caso del cubrimiento de conjuntos, una fun-
cién miope plausible es la razén p;/c; entre el
ntimero p; de filas sin cubrir, que quedarian cu-
biertas si la columna j se elige y la contribucion
cj al costo total de elegir la columna j para
la solucion. La eleccién miope seria agregar la
columna con el mejor valor de la funcién miope.

Existen varias formas posibles de introducir
aleatoridad a este procedimiento. Una de las
primeras ideas fue el uso de una lista restringi-
da de candidatos (RCL) [46]. Tal lista contiene
un conjunto de elementos candidatos con los
mejores valores de la funcién miope. El sigu-
iente candidato a ser agregado a la solucion



procedure Construccién-V

Require: «, E, c(-);
x — 0
C — F,;
Calcular costo miope c(e), Ve € C;
while C # () do
¢, < min{c(e) | e € C};
c¢* — méax{c(e) | e € C};
RCL « {e € C | c(e) < cx + afc* —
)
Seleccionar un elemento s de RCL al
azar;
x—axU{sh
Actualizar el conjunto de candidatos
C;
Calcular el costo miope c(e), Ve € C;
end while
return z;

Figura 3: Seudo-cédigo de construccién
GRASP: RCL basada en valor

se selecciona al azar de la lista restringida de
candidatos. Dicha lista puede consistir de un
nimero fijo de elementos (restriccién por car-
dinalidad) o elementos con los valores de la
funccién miope dentro de un rango dado. La
Figura 2 muestra un seudo-cédigo para un pro-
cedimiento de construcciéon GRASP basado en
restriccién por cardinalidad. Por ejemplo, de-
notemos por c¢* y ¢, , respectivamente, los val-
ores mayor y menor de la funcién miope para
los elementos candidatos, y sea a un ntmero
real tal que 0 < o« < 1. En una lista restringi-
da de candidatos basada en el valor, la RCL
consiste en todos los elementos candidatos e
cuyo valor de funcién miope c(e) es tal que
cle) < cp + ac* — c.). Nétese que si a = 0,
entonces este esquema de seleccién es un algo-
ritmo miope, mientras que si a = 1, entonces
es totalmente aleatorio. La Figura 3 muestra
un seudo-codigo para un procedimiento de con-
struccién GRASP basado en el valor. Mas tarde
serd discutida la forma de determinar valores
para a.

Se puede también mezclar una construccién al
azar con una construccién miope de la sigu-
iente manera. Elegir secuencialmente un con-
junto parcial de elementos candidato al azar
y después completar la solucién usando un al-
goritmo miope [101]. La Figura 4 muestra un

procedure Construccién-RG

Require: k, E, ¢(+);
z — 0;
C «— FE;
Calcular el costo miope c(e), Ve € C;
fori=1,2,...,k do
if C # () then
Elegir el elemento e al azar de C}
x—zxU{ek;
Actualizar el conjunto de candidatos
C;
Calcular el costo miope c(e), V e €
C;
end if
end for
while C # () do
e — argmin{c(e) | e € C'};
x—xU{e};
Actualizar el conjunto de candidatos
C;
Calcular el costo miope c(e), Ve € C;
end while
return z;

Figura 4: Seudo-cédigo de construccién
GRASP: construccion aleatoria después miope



procedure Construccién-PG

Require: E, ¢(-);

x — 0

C — F,;

Perturbar aleatoriamente los datos del
problema;

Calcular el costo miope perturbado
éle), Vee C

while C # () do
e« < argmin{é(e) | e € C};
x —xU{e};
Actualizar el conjunto de candidatos
C;
Calcular el costo miope perturbado
éle), VeeC,

end while

return z;

Figura 5: Seudo-cédigo de construccién
GRASP: construccién con perturbaciones

seudo-codigo para tal procedimiento de con-
struccion.

Otro enfoque es mediante perturbacion de cos-
tos. Aqui, los datos de costos se perturban
aleatoriamente y se aplica un algoritmo miope
[30]. La Figura 5 muestra un seudo-cédigo para
este procedimiento de construccion.

Un ejemplo final de un procedimiento de con-
struccién de GRASP es una variacién sobre el
enfoque de RCL basado en el valor. En este
procedimiento, llamado funcién de sesgo [28],
en vez de seleccionar el elemento de la RCL
al azar con iguales probabilidades asignadas a
cada elemento, se asignan diferentes probabil-
idades, favoreciendo elementos bien evaluados.
Los elementos de la RCL se ordenan de acuerdo
a los valores de la funciéon miope. La probabili-
dad 7(r(e)) de seleccionar el elemento e es

_ sesgo(r(e))
) = e sesgo (@)

)

where r(e) es la posicién del elemento e en la
RCL. Se han propuesto varias alternativas para
asignar sesgos a los elementos. Por ejemplo,

= sesgo aleatorio: sesgo(r) = 1;

= sesgo lineal: sesgo(r) = 1/r;

procedure Construccién-B

Require: «, F, ¢(+);

z — 0;
C «— FE;
Calcular costo miope c(e), Ve € C;
while C # () do
¢« < min{c(e) | e € C};
c* «— méax{c(e) | e € C};
RCL «— {e € C | ¢(e) < ci + afc* —
)
Asignar rango r(e), Ve € RCL;
Asignar una probabilidad 7(r(e)) de
elegir el elemento e en RCL que fa-
vorezca a los candidatos con mejores
rangos;
Elegir el elemento s de RCL al azar con
probabilidad 7 (r(s));
x—xU{s};
Actualizar el conjunto de candidatos
C;
Calcular el costo miope c(e), Ve € C;
end while
return z;

Figura 6: Seudo-cédigo de construccién
GRASP: RCL basada en valores con sesgo




procedure BisquedalLocal

Require: 2%, N'(-), f(-);
r — 29
while x no es localmente éptimo con re-
specto a N (z) do
Sea y € N(x) tal que f(y) < f(z);
T —y;
end while
return z;

Figura 7: Suedo-cédigo de bisqueda local

= sesgo exponencial: sesgo(r) = e~ ".

El seudo-cédigo en la Figura 6 ilustra este pro-
cedimiento.

En la siguiente seccion, discutimos cémo deter-
minar el valor de a para usarse en los esque-
mas basados en RCL anteriormente discutidos.
Recordemos que si a = 0, entonces estos esque-
mas de seleccion se vuelven un algoritmo miope,
mientras que si a = 1, son totalmente aleato-
rios.

3. Bisqueda local

Un algoritmo de busqueda local explora repeti-
damente la vecindad de una solucién en busca
de una mejor soluciéon. Cuando no se encuentra
una solucién que mejora la actual, se dice que
la solucién es localmente éptima. La Figura 7
muestra un seudo-cédigo para un procedimien-
to de busqueda local.

La busqueda local juega un papel importante
en GRASP ya que sirve para buscar soluciones
localmente 6ptimas en regiones prometedoras
del espacio de soluciones. Esta es la diferen-
ciacién de GRASP con respecto del algoritmo
semi-miope de Hart y Shogan [59]. Por defini-
cién su desempeno nunca sera peor que semi-
miope, y casi siempre producird mejores solu-
ciones en menos tiempo.

Aunque los algoritmos miopes pueden pro-
ducir buenas soluciones razonables, su princi-
pal desventaja como generador de soluciones
iniciales para busquedas locales es su falta de

diversidad. Aplicando repetidamente un algo-
ritmo miope, una sola o muy pocas soluciones
pueden generarse. Por otra parte, un algoritmo
totalmente aleatorio produce una gran canti-
dad de soluciones diversas. Sin embargo, la cal-
idad de estas soluciones generalmente es muy
pobre y usarlas como soluciones iniciales para
btsquedas locales generalmente conduce a una
convergencia lenta hacia un minimo local.

Para beneficiarse de la convergencia rapida del
algoritmo miope y de la gran diversidad del al-
goritmo aleatorio, se acostumbra usar un val-
or de a estrictamente contenido en el interi-
or del rango [0, 1]. Ya que no se conoce a pri-
ori qué valor usar, una estrategia razonable es
seleccionar al azar un valor diferente en cada
iteracién GRASP. Esto puede hacerse usando
una probabilidad uniforme [97] o usando el es-
quema de GRASP reactivo [91].

En el esquema de GRASP reactivo, sea ¥ =
{a1,...,a;,} el conjunto de valores posibles
para «. Las probabilidades asociadas con la
eleccién de cada valor se fijan todas inicialmente
iguales a p; = 1/m, i =1,...,m. Més atin, sea
z* el valor de la solucién incumbente, esto es,
la mejor soluciéon encontrada hasta el momen-
to, y sea A; el valor promedio de todas las solu-
ciones halladas usando oo = oy, © = 1,...,m.
Las probabilidades de seleccién se reevalian pe-
riodicamente tomando p; = ¢;/ Z;n:l g;, con
¢ = z*/A; para i = 1,...,m. El valor de
q; serd mayor para valores de a = «; que
produzcan las mejores soluciones en promedio.
Mayores valores de ¢; corresponden a valores
del parametro o mas adecuados. Las probabili-
dades asociadas con estos valores més apropia-
dos se incrementaran cuando sean reevaluadas.

En el contexto de GRASP, se han usado es-
quemas de busqueda local més elaborados. Por
ejemplo, bisqueda tabu [67, 37, 1, 108], recoci-
do simulado [71], vecindades variables [31, 53],
y vecindades extendidas [3].

4. Reencadenamiento de
trayectorias

Quizés una de las principales desventajas del
GRASP puro es su falta de estructuras de
memoria. Las iteraciones de GRASP son in-



procedure PR

Require: x;, xy;
Calcular la diferencia simétrica A(zs,x¢);
T — T
[+ min{ (), fz0)
2 — argmin{ /(v.), f(20)};
while A(zg, ) # 0 do
m* — argmin{ f(z®m),Vm € A(z,z,)};
Alx @m* xy) — Az, ze) \ {m*};
T — xdm*
if f(z) < f* then
[ fz);
T —
end if
end while
return z*;

Figura 8: Seudo-codigo de reencadenamiento de
trayectorias

dependientes y no utilizan las observaciones
hechas durante iteraciones previas. Un reme-
dio para esto es el uso del reencadenamiento
de trayectorias con GRASP. Reencadenamien-
to de trayectorias fue propuesto originalmente
por Glover [57] como una forma de explorar
las trayectorias entre soluciones élite obtenidas
por busqueda tabu o busqueda dispersa. Us-
ando una o ma&s soluciones élite, se exploran
las trayectorias en el espacio de soluciones que
conducen a otras soluciones élite para buscar
mejores soluciones. Para generar trayectorias,
los movimientos se seleccionan para introducir
atributos en la soluciéon actual que estén pre-
sentes en la solucién élite guia.

El reencadenamiento de trayectorias en el con-
texto de GRASP fue introducido por Laguna
y Mart{ [68]. Desde entonces han aparecido nu-
merosas extensiones, mejoras, y aplicaciones ex-
itosas [5, 30, 100, 103, 101, 53]. Ha sido usado
como un esquema de intensificacion, en el que
las soluciones generadas en cada iteracién de
GRASP se reencadenan con una o més solu-
ciones de un conjunto élite de soluciones, o co-
mo en una fase de post-optimizacién, donde se
reencadenan pares de soluciones del conjunto
élite.

Consideremos dos soluciones zs y x; en las
cuales queremos aplicar reencadenamiento de
trayectorias desde z, hacia zy. La Figura 8

Figura 9: Ejemplo de reencadenamiento de
trayectorias.

ilustra el procedimiento de reencadenamiento
de trayectorias con su seudo-cédigo. El pro-
cedimiento se inicia calculando la diferencia
simétrica A(zs,x) entre las dos soluciones, i.e.
el conjunto de movimientos necesarios para al-
canzar x; desde x4. Se genera entonces una
trayectoria de soluciones encadenando a x con
x;. El algoritmo devuelve la mejor soluciéon en-
contrada en esta trayectoria. En cada paso, el
procedimiento examina todos los movimientos
m € Az, z;) desde la solucién actual z y elige
aquel que resulta en la solucién menos cos-
tosa, i.e. aquel que minimiza f(z @ m), donde
x @ m es la solucién resultante de aplicar el
movimiento m a la solucién x. Se efectua el
mejor movimiento m* produciendo x & m* y
el movimiento m* se elimina de la diferencia
simétrica de A(x@®m*, x¢). En caso necesario, la
mejor solucién z* se actualiza. El procedimien-
to termina cuando se alcanza xy, i.e. cuando

Az, x¢) = 0.

La figure 9 ilustra el reencadenamiento de
trayectorias. En el grafo de esta figura, los
nodos corresponden a soluciones, y los ar-
cos corresponden a movimientos que permiten
que una solucién se alcance a partir de otra.
Supdngase que dos soluciones, A y D, se reenca-
denan. Sea A la solucién inicial y D la solucién
meta, y supdngase que la diferencia simétrica
A(A, D) = 3. Existen tres posible movimientos
partiendo de A. Se elige el mejor movimiento,
el cual produce la solucién B. En este punto, la
diferencia simétrica A(B, D) = 2 y por lo tan-
to existen dos movimientos posibles. De nuevo,



se elige el mejor movimiento, el cual produce
la soluciéon C. Finalmente, en este punto hay
un solo movimiento posible, el cual conduce a
la solucién meta D. Este esquema de reencade-
namiento de trayectorias produjo una “trayec-
toria” A — B — C — D la cual puede ahora
ser evaluada.

El reencadenamiento de trayectorias mantiene
un conjunto P de soluciones élite halladas du-
rante la optimizacién [55]. Las primeras |P|
soluciones distintas que se encuentran se inser-
tan en el conjunto élite. Después de eso, una
solucién candidato z* se agrega a P si su costo
es menor que el costo de todas las soluciones
del conjunto élite, o si su costo es mayor que
el mejor, pero menor que la peor solucion élite
y es suficientemente diferente de todas las solu-
ciones del conjunto élite. Si se acepta su entrada
al conjunto élite, la nueva solucién reemplaza
a la solucién més similar a ella entre el con-
junto de soluciones élite con un costo peor que
ella [101]. El conjunto élite puede ser renovado
periédicamente [4] si no se observan cambios en
el conjunto élite durante un nimero especifica-
do de iteraciones GRASP. Una forma de hacer
esto es fijar en infinito los valores de la funcién
objetivo de la peor mitad del conjunto élite. De
esta forma se creardn nuevas soluciones del con-
junto élite.

Se han propuesto varios esquemas alternativos
para el reencadenamiento de trayectorias. Ya
que este procedimiento puede ser demandante
en recursos computacionales, no necesita ser
aplicado después de cada iteracion GRASP.
Es mas conveniente hacerlo periédicamente.
Usualmente las trayectorias desde ¢ hasta x; y
desde x; hasta x s son diferentes y ambas pueden
explorarse. Ya que las trayectorias pueden ser
largas, no es necesario seguir la trayectoria com-
pleta. Se puede restringir siguiendo una trayec-
toria truncada que inicie en x4 y otra que inicie
en Ty.

5. GRASP paralelo

La mayoria de las implementaciones en parale-
lo para GRASP siguen la estrategia de tramas
de ejecucion independientes [112], la cual dis-
tribuye las iteraciones sobre los procesadores [4,
8,9, 48, 70, 76, 78, 82, 87, 88]. En general, cada

trama de busqueda tiene que efectuar i, 45 /p it-
eraciones, donde p es el niimero de procesadores
€ imax €S el nimero total de iteraciones. Cada
procesador almacena una copia del algoritmo
secuencial, los datos del problema, y una semil-
la distinta para generar una serie de nimeros
seudo-aleatorios. Una sola variable global se usa
para guardar la mejor solucién encontrada por
todos los procesadores. Uno de los procesadores
es el amo, el cual lee y distribuye los datos
del problema, genera las semillas usadas por
los generadores de numeros pseudo-aleatorios
en cada procesador, distribuye las iteraciones,
y recoge la mejor solucién encontrada por cada
procesador. Ya que las iteraciones son indepen-
dientes y se intercambia una pequena cantidad
de informacién, pueden obtenerse aceleraciones
lineales facilmente si el desbalanceo de cargas
presente no es muy grande.

Martins et al. [78] implementaron un GRASP
paralelo para el problema de Steiner en grafos.
La paralelizacién se logra mediante la distribu-
cién de 512 iteraciones entre los procesadores,
con un valor del pardmetro o de la RCL elegi-
do al azar en el intervalo [0,0,0,3] en cada it-
eracion. El algoritmo se implementoé en lengua-
je C en una maquina IBM SP-2 con 32 proce-
sadores, usando para la comunicacién la bib-
lioteca MPI. Se usaron los 60 problemas de
las series C, D, y E de la OR-Library [23]
en los experimentos computacionales. La im-
plementaciéon en paralelo obtuvo 45 soluciones
Optimas sobre las 60 instancias de prueba. La
desviacion relativa con respecto al valor éptimo
nunca fue mayor a 4 %. Se observaron acelera-
ciones cuasi-lineales para 2, 4, 8, y 16 proce-
sadores con respecto a la implementacién se-
cuencial lo cual se ilustra en la Figura 10.

9
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Series E -+
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. . . . . . . .
102 4 6 8 10 12 14 16
Numero de processadores

Figura 10: Aceleraciones promedio en 2, 4, 8,y
16 procesadores.



El reencadenamiento de trayectorias se puede
usar también en forma conjunta con imple-
mentaciones paralelas de GRASP. En el caso
de la implementacién de las tramas de ejecu-
cién independientes descrita por Aiex et al. [5]
para el problema de asignacién en 3 indices,
cada procesador aplica reencadenamiento de
trayectorias a parejas de soluciones élite alma-
cenadas en una pila local. Los resultados com-
putationales usando MPI en una computado-
ra SGI Challenge con 28 procesadores R10000
mostraron aceleraciones lineales.

Alvim y Ribeiro [8, 9] mostraron que los en-
foques de tramas de ejecucién independientes
para la paralelizacion de GRASP se pueden
beneficiar de las técnicas de balanceo de car-
gas cuando se usan procesadores heterogéneos o
si la maquina paralela se comparte simultanea-
mente entre varios usuarios. Se pueden obten-
er aceleraciones cuasi-lineales con una distribu-
ciéon heterogénea de las iteraciones sobre los
p procesadores en ¢ > p paquetes. Cada
procesador comienza ejecutando un paquete de
[imax/q] iteraciones e informa al amo cuando
ha concluido con su paquete de iteraciones. El
amo detiene la ejecucién de cada procesador es-
clavo cuando ya no hay mads iteraciones que re-
alizar y recoge la mejor solucién encontrada.
Los procesadores mas veloces o menos carga-
dos realizaran mas iteraciones que los otros.
En el caso del GRASP paralelo implementa-
do para el problema de asignacién de tréfico
descrito en [91], este tipo de estrategia de bal-
anceo de carga dindmica permitié reducciones
en los tiempos de hasta 15 % con respecto a los
tiempos observados para la estrategia estatica,
en los cuales las iteraciones fueron distribuidas
uniformemente sobre los procesadores.

La eficiencia de las implementaciones de tramas
de ejecucién independientes de metaheuristi-
cas, basadas en ejecutar copias miultiples del
mismo algoritmo secuencial, ha sido aborda-
do por varios autores. Un valor meta dado 7
para la funcién objectivo se transmite a todos
los procesadores, los cuales ejecutan indepen-
dientemente el algoritmo secuencial. Todos los
procesadores se detienen immediatamente de-
spués de que uno de ellos encuentra una solu-
cién con un valor al menos tan bueno como
7. La aceleracién estd dada por la razén en-
tre los tiempos necesarios para encontrar una
solucién con valor al menos tan bueno como
7, usando respectivamente el algoritmo secuen-

cial y la implementacion en paralelo con p
procesadores. Es necesario asegurar que ningtin
par de iteraciones inicien con idénticas semillas
para el generador de numeros aleatorios. Es-
tas aceleraciones son lineales para un ndmero
de metaheuristicas, incluyendo recocido simu-
lado [39, 84], algoritmos de bisqueda local it-
erados para el problema del agente viajero [41],
buisqueda tabi (suponiendo que la biisqueda se
inicie desde un éptimo local [22, 109]), y Walk-
SAT [107] sobre problemas aleatorios duros de
3-SAT [61]. Esta observacién puede explicarse si
la variable aleatoria tiempo para encontrar una
solucion al menos tan buena como algin val-
or meta se distribuye exponencialmente, como
indica la siguiente proposicién [112]:

Proposicion 1: Sea P,(t) la probabildad de no
haber encontrado una solucién con un valor
meta dado en ¢ unidades de tiempo con p pro-
cesos independientes. Si Py(t) = e ¥/* con
A € RT (correspondiente a una distribucién ex-
ponencial), entonces P,(t) = e~Pt/*.

Esta proposicién sigue de la definicién de la dis-
tribucion exponencial. Implica que la probabili-
dad 1—e~"*/* de encontrar una solucién dentro
de un valor meta dado en tiempo pt con un al-
goritmo secuencial es igual a la probabilidad de
encontrar una solucién al menos tan buena co-
mo aquella en tiempo t usando p procesadores
paralelos independientes. De aqui que, es posi-
ble, en promedio, lograr aceleraciones lineales
en el tiempo para encontrar una solucién den-
tro de un valor meta mediante mltiples proce-
sadores independientes. Una proposicién anélo-
ga puede establecerse para una distribucion ex-
ponencial biparamétrica (desplazada) [6]:

Proposicion 2: Sea P,(t) la probabilidad de no
haber encontrado una solucién con un valor
meta dado en t unidades de tiempo con p proce-
sadores independientes. Si Py(t) = e~ (t=#)/A
con A € Rt y p € RT (correspondientes a
una distribucién exponencial biparamétrica),
entonces P,(t) = e P(t=m/A,

Anédlogamente, esta proposiciéon es consecuen-
cia de la definicién de la distribucién exponen-
cial biparamétrica. Implica que la probabilidad
de encontrar una solucién dentro de un valor
meta dado en tiempo pt con un algoritmo se-
cuencial es igual a 1 — e~ (Pt=#)/A mientras que
la probabilidad de encontrar una solucién al
menos tan buena como aquella en tiempo ¢ us-
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Figura 11: Distribuciones empirica y tedrica su-
perimpuestas (tiempos hasta valores meta me-
didos en segundos en una computadora SGI
Challenge con 28 procesadores).

ando p procesadores paralelos independientes es
1 — e Pt=m/A Sj 1, = 0, entonces ambas prob-
abilidades son iguales y corresponden a la dis-
tribucién exponencial sin desplazamiento. Mas
aun, si pu < A, entonces las dos probabilidades
son aproximadamente iguales y es posible al-
canzar aproximadamente aceleraciones lineales
en el tiempo para encontrar una solucién dentro
de un valor meta usando multiples procesadores
independientes.

Aiex et al. [6] han mostrado experimentalmente
que los tiempos de solucién para GRASP tam-
bién tienen esta propiedad, demostrando que
se ajustan a una distribuciéon exponencial bi-
paramétrica. La Figura 11 ilustra este resul-
tado, desplegando superpuestas las distribu-
ciones empirica y tedrica observadas para uno
de los casos estudiados durante los experi-
mentos computacionales reportados por los au-
tores, los cuales involucraron 2400 ejecuciones
de GRASP para cada uno de cinco proble-
mas diferentes: maximo conjunto independi-
ente [48, 94], asignacién cuadrética [70, 95], pla-
narizacién de grafos [98, 102], méxima satis-
factibilidad con peso [97], y cubrimiento méxi-
mo [92]. El mismo resultado sigue siendo cierto
cuando GRASP se implementa conjuntamente
con un procedimiento de reencadenamiento de
trayectorias como post-optimizador [5, 4].

En el caso de estrategias de tramas de ejecucion
cooperativas, las tramas de busqueda que se eje-
cutan en paralelo intercambian y comparten la
informacion recabada a lo largo de las trayecto-
rias investigadas por ellas. Se espera no sélo que
se acelere la convergencia a la mejor solucién
si no, ademas, que se encuentren mejores solu-
ciones que aquellas encontradas por estrategias
de tramas independientes. El aspecto mas dificil
de establecer es la determinacion de la natu-
raleza de la informacion a ser compartida o in-
tercambiada para mejorar la bisqueda. Se nece-
sita poner mucha atencién para no usar memo-
ria o tiempo adicionales en demasia. Se pueden
implementar estrategias de tramas cooperativas
usando reencadenamiento de trayectorias, com-
binando soluciones élite almacenadas en una
pila central con los 6ptimos locales encontra-
dos por cada procesador al final de cada it-
eracién GRASP. Canuto et al. [30] usaron reen-
cadenamiento de trayectorias para implemen-
tar un GRASP paralelo para el problema del
arbol de Steiner con recoleccién de premios.
Su estrategia es verdaderamente cooperativa,
ya que pares de soluciones élite de una unica
pila centralizada se distribuyen a los proce-
sadores los cuales ejecutan reencadenamiento
de trayectorias en paralelo. Los resultados com-
putacionales obtenidos con una implementacién
de MPI corriendo sobre una red de 32 proce-
sadores Pentium IT a 400-MHz mostraron acel-
eraciones lineales.

Aiex et al. [4] compararon GRASP paralelo
independiente y cooperativo con implementa-
ciones de reencadenamiento de trayectorias
para programacion de job shop. Ambas imple-
mentaciones usaron MPI en una computadora
SGI Challenge con 28 procesadores R10000. El
GRASP paralelo cooperativo mantiene una pila
de soluciones élite en cada procesador. Cuan-
do cualquier procesador encuentra una nueva
mejor solucion, esa solucion se envia a todos los
otros procesadores para que la inserten en sus
respectivas pilas de soluciones élite. La Tabla 1
ilustra que mientras que para el GRASP par-
alelo independiente se observaron aceleraciones
sub-lineales, para la implementacién cooperati-
va se lograron aceleraciones super-lineales.



Cuadro 1: Aceleracién con respecto a la imple-
mentaciéon con un solo procesador. Los algo-
ritmos son: implementaciones independiente y
cooperativa de GRASP con reencadenamiento
de trayectorias. Las instancias son abz6, mt10,
orb5, y 1a21, con valores meta 943, 938, 895, y
1100, respectivamente.

GRASP paralelo independiente

procesadores
problema 2 4 8 16
abz6 2.00 3.36 6.44 10.51
mt10 1.57  2.12 3.03 4.05
orb5 1.95 2.97 3.99 5.36
la21 1.64 2.25 3.14 3.72
promedio: | 1.79 2.67 4.15 5.91

GRASP paralelo cooperativo

procesadores
problema 2 4 8 16
abz6 2.40 421 1143 23.58
mt10 1.75 4.58 8.36 16.97
orbbs 2.10 4.91 8.89 15.76
la21 2.23 4.47 7.54 11.41
promedio: 2.12 4.54 9.05 16.93

6. Aplicaciones

La primera aplicacion de GRASP fue en
cubrimientos de conjuntos [46] en 1989, y,
a partir de entonces, ha sido aplicado a un
amplio rango de tipos de problemas. Referimos
al lector a Festa y Resende [54] y el URL
http://graspheuristic.org/annotated
para una extensa bibliografia comentada de
GRASP. Concluimos este articulo con una lista
parcial de aplicaciones de GRASP, mostrando
su amplia aplicabilidad.

= enrutamiento [12, 15, 20, 32, 65];

« 16gica [38, 88, 93, 96];

= cubrimiento y particién [11, 13, 46, 56, 58];
» localizacion [1, 37, 62, 110, 111];

= 4drbol minimo de Steiner [31, 76, 77, 78,
103];

= optimizacién en grafos [2, 48, 66, 86, 92,
98, 102, 52, 69, 35];

» assignacién [45, 55, 70, 71, 79, 82, 87, 91,
89, 106, 60);

= horarios, programaciéon, y manufac-
tura [17, 18, 19, 24, 36, 40, 42, 43, 44, 49,
50, 64, 104, 105, 114, 7];

= transporte [12, 42, 45, 72, 21];
= sistemas de potencia [25, 26, 16];

» telecomunicaciones [2, 14, 62, 71, 91, 92,
100, 29, 83, 113, 63, 73];

» dibujo de grafos y mapas [51, 68, 98, 102,
74, 75, 27];

= lenguaje [34];

= estadistica [80, 81];

= biologfa [10];

» programacién matematica [85];
» empaquetado [33]; y

= VLSI [11], entre otras dreas de aplicacion.
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