Chapter 1

Sobre Erros

1.1 Introducao

Podemos distinguir varios tipos de erros que podem limitar a precisao dos resultados de calculos,

1. erros inerentes;
2. erros de arredondamento;

3. erros de aproximacao.

Os erros inerentes estao além do controle do céalculo e surgem, em geral, na aquisicao de dados,
que podem ser obtidos com instrumentos que possuem uma precisao limitada.

Os erros de arredondamento surgem quando realizamos os cdlculos com nimeros cuja repre-
sentacao é restrita a um numero finito de digitos, como é o caso dos computadores digitais.

Vejamos o terceiro tipo de erro. Muitos métodos nao fornecem a solucao exata de um problema
P, mesmo que os calculos sejam realizados sem erros de arredondamento, eles fornecem, na verdade,
a solucao de um outro problema mais simples P que aproxima o problema P. Por exemplo, seja P o
problema de somar os termos de uma série infinita como abaixo,

I T T
e—ﬁ+g+i+a+'“
este problema pode ser substituido por um problema P mais simples de somar somente um ndmero

finito de termos da série. Isto é

1 1 1
e%1+a+ﬁ+“'+m
Muitas aproximacgoes de problemas sao obtidas por discretizacao do problema original: por exemplo,
integrais definidas sao aproximadas por somas finitas, diferenciais por diferencas, etc.. Em tais casos
os erros de aproximacao sao também chamados erros de discretizacao. Estes tipos de erros serao

discutidos individualmente, sempre que possivel, para cada método estudado.

1.2 Representagcao de Numeros

Por razoes técnicas, a maioria dos computadores digitais representam os nimeros internamente na

forma bindria, ao invés da decimal. 1



Os computadores fazem uso de um numero finito e fixo de posi¢cbes quando internamente rep-
resentam um numero, o comprimento da palavra. Esse nimero n é determinado pela construcao da
maquina, embora algumas maquinas possuam extensoes para multiplos de n, 2n (precisao dupla), 3n
(precisao tripla), para fornecer uma precisao maior, se for necesssério.

1.2.1 Conversao de Numeros: Decimal <« Binario

Se o ntmero é inteiro:
Ex:

(347)10 = 3 x10%+4 x 10t +7 x 10°
(10111) = 1x224+0x23+1x22+1x 2 +1x 20

Binario — Decimal
N = (apan_1-..a2a100)5 = apB" + an_16""" +...a258% + a1 8" + ao°
logo

(10111) =1 x2' +0x 22 +1x 22+ 1x2' +1x2°=164+0+4+2+1 = (23)10

Decimal — Binario

347
5= X2 4 1
178
- = 86x2 + I
86
= = 43x2 + 0
2
4
B g2 41
2
21
2= 10x2 4+ 1
2
10
— = 5x2 + 04
2
5
— = 2% 2 1
2 X2t b
2
— = 1, x 2 0
5 1 + U
ou

(347)10 = (101011011),
Se o numero é fraciondrio

r = r; +rr = Parte Inteiro 4+ Parte Fracionaria



Se a base é decimal (10)
TR =b x 107 4+ by x 1072 4 b3 x 107% + ...+ b x 1077 + ...

ex:

rp=0125=1x10""4+2x 1072 +5x 10~ (representacio finita)
rp=0.11111...=1x 107  +1x 107241 x 1072 4+ ... (sem representacdo finita)
Se a base é bindaria (2)

rr=b X2 N b by x2 24 by x2 3 4. b x2F 4.

Binario — Decimal

Ex:

(0.001)s =0x27'+0x224+1x23=0+0+0.125= (0.125)10

Decimal — Binario

rp — parte decimal

o0
— rp= Z ka_k
k=1

[e.e] [e.e]
X2 — 2rp= Z bk2_k+1 = b + Z bk+12_k
k=1 T k=1
) ————
(x%)
onde (%) é a parte inteira bindria de 2rp e (%) é a parte fraciondria bindria.

Novamente

[e.e]
— (2rp)p =) bpp27"
k=1
[e.e]

o

— 2(2rp)p = Z bk+12_k+1 = by + Z bk+22_k
k=1 k=1

) ——

(%)

onde (x) é a parte inteira bindria de 2(2rp)p e (%x) é a parte fraciondria bindria.
Ex:

1. rp = (0.5)10

2rp =2 {Z ka_k} = Z bk2_k+1 =by + Z bk+12_k

k=1 k=1 k=1



o
2rp =2(05)=1=b+ Y bp127"
k=1

=b=1eb=0, £k=2,3,...
assim

rTp = (05)10 = (01)2

2. re = (0.1)10
2rp = 02 — b =0
22rp)F = 04 — by=0
212(2rp)F)F = 08 — b3=0
2222rp)r)r)F = 16 — by=1
2(0.6) = 12 — by=
2(0.2) = 04 — bg=0
2(0.4) = 08 — b=
2(0.8) = 16 — bg=1
2(0.6) = 12 — bg=1
2(0.2) = 04 — bp=0
2(0.4) = 08 — b =0
2(0.8) = 16 — bpp=1
2(0.6) = 12 — by=1
2(0.2)

= 04 — b;4=0

logo (0.1)10 = (0.000110011001100110011 .. .),.

Note que (0.1)19 tem representacao finita, porém, na base bindria nao (0.0001100.. .)s.

Ex:

100

E 0.1 # 10 num computador

k=1
na maquina serd armazenada uma aproximacgao para o numero que depende do comprimento da
palavra do computador.

Vimos que uma fonte de erros estd no processo de conversao do sistema decimal para o sistema
bindrio e vice-versa. Outra fonte de erros estd no fato de que os computadores possuem um numero

finito de digitos para representar os ntimeros reais.



1.2.2 Representacao em Ponto Flutuante

Neste tipo de representagao o ponto decimal (binério) nao é fixo, sua posi¢ao com respeito ao primeiro
digito é indicado separadamente, através de um expoente. Isto é,
Definicgao:

Um numero real z é dito um nimero de ponto flutuante normalizado se:
(1) z=mb°
(2) m = 40.dydods . . .dy, n€N
(3) 1<di<b-1,0<d;<b—1;i=23,4,...,n
(4) e <e<eg,e1<0,e3>1, e1,e0€Z
onde
e b- base, b > 2
® ¢ - expoente
e m - mantissa

e n - numero de digitos usados para representar a mantissa

Todos os niimeros de ponto flutuante e o niimero 0 que é representado como

0=10.000...00 xb
—_—

n vezes
formam um sistema de ponto flutuante denotado por F(b,n, e, e2).

Exemplo:

0.1236 = 0.1236 x 10°
=1.236 x 107!
=12.36 x 1072
= 0.01236 x 10*
= 0.001236 x 102

Dado um sistema F' de ponto flutuante
F =F(bn,ey,es)

Temos que:
0.1 x b°* — menor ndmero positivo nao nulo
0.[b—1][b—1][b—1]...[b— 1] x b> — maior nimero nao nulo

Além disso

HF = 2 x (b— 1" x (eg — ey + 1)
+

tl
0

mantissas # expoentes #



Exemplo:

F =F(bn,e1,er) = F(2,3,—1,2)

B = 2 x1x2%x
~ =

b=2

(2-(-1)+1)+ 1 =33

n = 3 — trés digitos para a mantissa, logo todas as mantissas possiveis sao:

0.100
0.101
0.110
0.111

e1 = —1; ey — todos os expoentes possiveis sao:

-1
0

2

Temos entao os seguintes nimeros reais positivos neste sistema

(0.100 x 271), =

(0.100 x 2%)y =

(0.100 x 21)y =

(0.100 x 2%)y =

(0.101 x 27 1)y =

(0.101 x 2%)y =

e assim sucessivamente. Resumindo

(0.01)2

(0.1)2

(1.0)2

(10.0)4

(0.0101),

(0.101),

(O0x2° +0x 27 4+1x272)9 =~

O0x2°+1x27H ==

(1x2%9=1

1
2

(1x2"4+0x2%;=2

(Ox2240x27+1x2724+0x22+1x27) = —

(0x2°+1x27 1 40x224+1x273)p=<

1
4

e\m 0.100 0.101 0.110 0.111
-1 1/4 5/16 3/8 7/16
0 1/2 5/8 3/4 7/8
1 1 5/4 3/2 7/4
2 2 5/2 3 7/2

Representando estes niimeros na reta dos reais

5
16



537
16816 R
| I | | | | | | | | | | | | »
| T T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 =
1 1 5 3 7 5 3 T 5 T
0 1 2 8 1.8 1 1 2 1 2 2 3 2

Vemos claramente que os ntimeros de ponto flutuante de F' nao estao uniformemente distribuidos
no intervalo [—7/2,7/2], na verdade, existem regides onde eles estao uniformemente distribuidos.

Podemos destacar duas regides notérias num sistema de ponto flutuante.

Regiao de UNDERFLOW: entre o maior nimero de ponto flutuante negativo e zero e entre zero
e 0 menor nimero de ponto flutuante positivo. Para diminuir esta regiao devemos aumentar o valor
de n.

Regiao de OVERFLOW: a regiao aquém e além do menor e maior nimero de ponto flutuante,
respectivamente. Para melhorar devemos aumentar e diminuir es e eq, respectivamente.

Além disso podemos observar também que se efetuarmos uma operacgao aritmética com pontos

de um sistema de ponto flutuante, seu resultado pode nao pertencer ao sistema. Por exemplo, no
sistema mostrado acima temos

7_7
1+ & = F
14 i=Bap TRt
8 8
7 _
1+g—2EF
23 R
—t : : : >
o 1 3 i@o § 5 (¥ 5 3 z

logo, podemos ter

rhyFrty
TOyFT—y
TRQYFT XY
TQyF /Y

onde () denota uma operacao aritmética elementar efetuada em um sistema de ponto flutuante.
Devido a estes erros as operacoes aritméticas podem fornecer como resultados ntimeros incorre-
tos, mesmo que os operandos estejam certos. Ademais, outras propriedades das operacoes aritméticas

deixam de serem validas, e o resultado pode depender do algoritmo usado.
Exemplo:

Seja F' = F(10,8,—-99,99), e os seguintes nimeros reais com representacao no sistema de ponto flu-
tuante



a:=0,23371258 x 1074
b:=0, 33678429 x 102
c:=—0,33677811 x 102

temos, entao,

a+ (b+c¢)

(a+b)+c

0,23371258 x 10~ + (0, 33678429 x 102 — 0, 33677811 x 10?)
0,23371258 x 10~* 4 0, 00000618 x 102

0,23371258 x 104 4 0, 61800000 x 1073

0,02337126 x 102 + 0, 61800000 x 1073

0,64137126 x 1073

(0,23371258 x 104 + 0, 33678429 x 10%) — 0, 33677811 x 102
(0,00000023 x 102 + 0, 33678429 x 10%) — 0, 33677811 x 102
0, 33678452 x 102 — 0, 33677811 x 102

0, 64100000 x 103

que sao diferentes do resultado exato

a+b+c=0,641371258 x 1073

Portanto as operagoes aritméticas em ponto flutuante nao sdo necessariamente associativas ou

distributivas.

Arredondamento

A aproximagao de um ntmero real por um nimero de ponto flutuante pode ser feito de maneiras

diferentes. As mais conhecidas sao:

e Arredondamento para cima;

e Arredondamento para baixo;

e Arredondamento para o nimero de maquina mais proximo;

R

a p/baixo

>
>

1 1 1
x b p/cima ou + prox.

Exemplo: F = F(2,3,-1,2)

9

- ¢ F
g ¢

9
8
para baixo

para cima

|l © |

= (1.125)19 = (0.1001 x 2'),

=(0.100x 2")y = 1

= (0.101 x 21)y =

NS



1.2.3 Erros Absolutos e Relativos
Erro Absoluto:

FA,=x—1Z
ou

FEA;=|z—%| — mais usada

onde z é o valor exato e T é o valor aproximado.

Erro Relativo:
ER,=2"% ou ER, = 2 °
T

ou

|z -2 |
|2 |

Os erros realtivos sao mais utilizados que os absolutos pois sdo mais representativos.
Exemplo:

-7

ER, = u FR, =

~———— —— mais usadas
| 7 |

z = 0.00005
z = 0.00006

logo,
EA, =| x—z |=|0.00005 — 0.00006 |= 0.00001 — parece pequeno

|z —&| |0.00005—0.00006 |  0.00001

ER, = = =
* |z | | 0.00005 | 0.00005

= 0.2 =20%



Chapter 2

Resolucao de Sistemas Lineares

2.1 Introducao

Seja uma sistema linear geral de n equagoes e n incégnitas x1, xa, x3, ... Tp
a1171 + ajews + a1373 + a14T4 + -+ a1 Ty = by

a2171 + ag2T2 + a23w3 + 24T + - -+ A2pTyp = bo

as31x1 + asaT2 + a33r3 + azars + - - -+ asp T, = b3

4121 + @42T2 + 4373 + Q444 + - - -+ QapTy = by

Ap1T1 + Ap2T2 + Ap3T3 + Apa®y + - - + App Ty = by

Que reescrito na forma matricial torna-se

a1 a2 a1z a4 - Glin 1 by
(21 Q22 Q23 Q24 - QG2 ) ba
a3 azz a3z azq - A3y T3 b3
41 Q42 Q43 Q44 - Gan T4 by
apl Ap2 Gap3 Qp4 - App Tn bn

ou na forma compacta

Ax =0

10
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onde
aix; a2 a3 ai4 -+ Ain
a21 G22 G23 Q24 - A2p
a3; as2 asz az4 - AaA3n
A=
aq1 Q42 Q43 Q44 - A4n
Gnpl Aanp2 Aap3 Qap4 - Qpp

é chamada matriz de coeficientes do sistema

1
L2
T3

Tq

L,

é o vetor de incognitas e

b1
bo
b3

by

bn

é o vetor segundo membro.
Teoricamente se A é inversivel (det(A) # 0) entdo = A~1b é a solucdo do sistema, entretanto,

calcular inversas de matrizes pode ser uma tarefa trabalhosa.



2.2 Definicoes Preliminares

A € R, sao chamadas matrizes quadradas

aixl a2 aiz ai4 -+ Ain

a21 Q22 Aa23 Q24 - A2p

a3y as2 a3z az4 - A3p
A = [ajj] =

aq1 Q42 Qa43 Q44 - A4n

Gpl Aanp2 Qap3 Qp4 - °° Qpp

Operacoes Basicas com Matrizes

C = A+ B ; cj=a;+b
C = oA ;o Cij = 0ayj
C = AB i Cij = Do Qik - Dij
c = AT ;o Cij = aj;
_ 0 0 ;
10
0 0 1 0 0
I =
000 --- 1
000 --- 01

Chama-se inversa de uma matriz A a matriz A~! tal que AA~' = A"TA=1T.

Se A~! existe, A é dita ndo-singular, caso contrdrio A ¢ dita singular.

Determinantes:
Se A=ac R — det(A) =a
Se A € RV —

det(A) = ﬁ:(—l)j+1aij det(Aq;)

J=1
onde a matriz Aq; é obtida retirando-se a primeira linha e a j-ésima coluna de A.

Propriedades dos determinantes:
1. det(AB) = det(A) det(B);
2. det(AT) = det(A);

3. det(cA) = c"det(A);

4. det(A) # 0 «—— A ¢é nao-singular;



Matrizes Especiais:

e Simétrica se AT=A

e Anti-simétrica se AT=-A

e Positiva definida se zlAz >0, 0#xcR"

e Nao positiva definida se zTAx>0, xR

e Ortogonal se ATA=1T

e Nilpotente se AF =0 paraalgum k

e Idempotente se A=A

e Positiva se a;; >0, Vi, j

e Nao negativa se a;; >0, Vi, j

e Diagonal dominante se | ai|>3 5 ai|, Vi

Classificacao quanto a forma da matriz:

e Diagonal se a;; = 0 para i # j;

e Tridiagonal se a;; =0para|i—j|>1;

e Triangular superior se a;; =0 parai > j;

e Estritamente triangular superior se a;; =0 parai > j;

e Triangular inferior se a;; =0 para i < j;

e Matriz esparsa se tem a maioria de seus elementos nu-
los;

e Matriz densa se a maioria de seus elementos sao

diferentes de zero;

e Matriz em Banda Uma matriz é de banda superior s e
de banda inferior r se a;; = 0 para
1 >J74+rej>i+s ses=ra
matriz é chamada simplesmente de

banda 7.

Defini¢ao: Uma norma em R" é uma fungao real ||.|| satisfazendo as seguintes propriedades.
eV cR", |z]|>0¢ |z)|=0<=2=0
o Vx €c R"Va e R, |az| =|a] ||

e v,y € R", [z +yl < [l + [y
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Exemplos:
n
lz||2 = Z | z; |2 Norma Euclidiana
i=1
n
x| = Z | z; | Norma da Soma

|z]|oo = ax | z; | Norma do Méximo

Analogamente podemos definir normas para matrizes como:

Ran

Defini¢ao: Uma norma em | é uma fungao real ||.|| satisfazendo as seguintes propriedades.

e VACR™" |A|>0¢ |[A| =0+ A=0
e VA R™" YaeR, |aAl=|al|A|

e VA,BcR™", |[A+ B| <|A|+|B|

Exemplos:

AL = {g&}é <Z | aij |> Norma do Méximo das Colunas

|A|lcc = max <Z | aij |> Norma do Maximo das Linhas

n n
Z Z a?j Norma Euclidiana

i=1j=1

Al =

Observacgao: Uma norma matricial é consistente com uma norma vetorial se:
|Az| < | All|lx] VA € R™" Ve R"”

Existem duas grandes classes de métodos numéricos para a resolucao de sistemas lineares. Os
Métodos Diretos e os Métodos Iterativos. Nos métodos diretos a solucao do sistema é obtida apds um
numero finito de passos. Diferentemente, os métodos iterativos partem de uma aproximacao inicial
para a solucao do sistema e geram uma seqiiéncia de aproximagoes que esperamos convirja para a

solucao do sistema.

2.3 Métodos Diretos

Nesta classe de métodos a solucao do sistema é obtida apés um numero finito de passos e sao em
geral baseados em métodos de eliminagao onde se transforma o sistema a resolver em outro sistema de
resolucao mais facil que o sistema original. Estes métodos sao normalmente empregados na solugao

de sistemas de pequeno a médio porte em que a matriz de coeficientes é densa.
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2.3.1 Eliminacao de Gauss / Fatoragao LU

O objetivo do processo de Eliminacao de Gauss ¢é transformar um sistema linear Ax = b em um outro
sistema, que possui a mesma solucao do primeiro, Uz = ¢ tal que a matriz U seja triangular superior.
Esta transformacao ¢ feita através de combinagoes lineares das linhas do sistema. As operagoes sobre

as linhas nao alteram a solucao do sistema original e se resumem a:
e Multiplicacao de uma linha por um escalar;
e Soma de duas linhas;
e Troca de duas linhas.

Os sistemas lineares onde a matriz do sistema é triangular superior sao de facil solugao. Seja o

sistema triangular superior abaixo

a;nry + apre + aizrz + e + a1p-1Tpn-1 + aipTy, = by
agore + ag3wrz + e + a2 p-1Tp—1 + aonTy, = b
azzrs + o + asp—1Tpn—1 -+ azpTn, = b3
(2.3)
Ap—1n—1Tn—1 + Ap—1nTn = by,
UpnTp = by

Vemos que a ultima equacao do sistema acima sé possui dependéncia da ultima incégnita x,, logo
podemos calcular esta incognita,
by,
Ty = —
Gnn
da penultima equacao como ja conhecemos x,, podemos determinar z,,_1, logo
1
Tpn—1 = {bn - an—l,n$n}
Gp—1,n—1
Conhecendo z,,_1 e x, podemos da antipenultima equacao do sistema determinar x,_o. Com z,,
Tp_1 € Tp_o calculamos x,_3 e repetindo este procedimento podemos determinar todas as incognitas

do sistema. Este processo é chamado retro-substituicao.

Parai=n,n—-1,...,1
:Ei:bi
Paraj=i+1,...,n

:Ei::Ei—aij:Ej

T = x;/ay
Exemplo:

3171 + 4172 — 4;173 =
200 + x3 = 3
4:E3 =
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Solucao:
. - 4
Da terceira equagdo — x3 = = 1
. 1 1 2
Da segunda equacdo — 9 = 3 {3—z3} = 3 {3—-1}= 5= 1
.. - 1 1 1 3
Da primeira equagdo — 21 = 5{3—1—4:@, — 4z} = 5{3—1—4-1 —4-1} = 5{3—1—4—4} =3= 1
Resp: (1;1;1)
De maneira similar podemos resolver um sistema triangular inferior através de uma substituicao
progressiva,
anry = b
211+ (2272 = by
asiry + asara + as3xs = by
(2.4)
an—-1,1T1 + Gp—-12T2 + ap-1323 + -+ + Ap_1n—-1Tn-1 = bp_1
an1r1  + an2T2 + an3r3y + -+ + Unn—1Tn—1 + ApnTn = by

isto é da primeira equacao do sistema calculamos o valor da incégnita x1, que substituido na segunda
equacao permite que calculemos diretamente a incégnita x9, com os valores de x1 e x2 podemos obter

x3 da terceira equacao e assim em diante.

Parai=1,2,3,...,n
x; = b;
Paraj=1,...,1—1

Ty = T; — aijznj

T = xifai
Exemplo:
41}1 =
1 + 2z =

31 + 4dzy — 43 = 3

Solucgao:

Da primeira equacao — 1 =

Da segunda equacao — xo =
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1 1 —4
Da terceira equagdo — x3 = 1 {3 =3z — 4z} = 1 {3—-3—-4}= 1= 1

Resp: (1;1;1)

Ja vimos que muito facil resolver qualquer sistema triangular superior. Veremos agora como

transformar um sistema qualquer em um sistema triangular superior usando combinagcoes lineares das
linhas do sistema. Vejamos o procedimento no seguinte exemplo:

Exemplo: Seja o sistema linear

3r1 + 9 + 6x3 = 2
201 + x92 + 3x3 = 7
r1 + xy + x3 = 4

Substituiremos a (22 linha) por {(2‘?‘ linha) — %(1‘?‘ lz’nha)}, isto é

(22 linha) 2r1 + w2 + 3wy = 7
_%(1%l linha) —%3ZE1 - %:pz — %6:p3 — _%2
Ox1 + %552 - xr3 = 1—37

o sistema linear se transforma

3r1 + @ + 6xz3 = 2
0z1 —+ %:L’z — r3 = %7
T + ro + x3 = 4

Agora substituiremos a (32 linha) por {(3‘?‘ linha) — %(1‘?‘ lz’nha)}, isto é

(32 linha) 1 +  m + x3 = 4

o=

(1alinha) —%31’1 — glL’g - 361'3 = -

o=
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e o sistema linear se torna

3r1 + mgy + b6z = 2
0xz1 —+ %:L’z — r3 = %7
0z1 —+ %:L’z — r3 = 13—0

Enfim, substituiremos a (32 linha) por {(3% linha) — 2(22linha)}, isto é

(32 linha) 0x; + %:Eg - x3 = %
—2(22 linha) ~2.0z; - 25wy — 2w3 = —2&f
Or1 + Oz + T3 = —%

resultando no seguinte sistema linear

3r1 + wma + 6a3 = 2
0z, + %:L’z - x3 = %7
Oy + Oz + 23 = —%

ou

3r1 + wma + 6a3 = 2
%:L’g - r3 = %7
r3 = —%

que é triangular superior, logo de solugao imediata.

I3 = —8, Tro = —7, Tr1 = 19



{

Caso Geral
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Num primeiro passo do algoritmo um multiplo adequado da primeira linha é subtraida de todas as

outras equacgoes do sistema de forma que os coeficientes de z1 se anulem, e dessa forma restando x

somente na primeira equacao. Isso é possivel se a1; # 0, condigao que pode ser obtida rearranjando

as equagoes do sistema até que pelo menos um a;; # 0 (se for possivel), como veremos mais adiante.

Ao invés de trabalhar com as equagoes propriamente ditas, poderiamos efetuar as operagoes sobre a

matriz estendida com o segundo membro que corresponde a um sistema linear completo.

ai

a21

a31

a41

Gnl

a12

a22

a32

a42

an?2

ais

a3

ass

a43

an3

a14

a24

a34

Q44

an4

aip, b1

aon b2 (ii)

«—

as3n bg (iii) —

QAgn b4 (iV) —

Ann  bn (n)

(i) - 10)
(i) - 3L()
(iv) - &)
(m) - )

Vejamos as operagoes da primeira linha: Substituiremos a (22 linha) por {(2‘?l linha) — 22-(1# linha) },

isto é

(41) asnxy + azexs + a33 + aonTp = bo
_ao1 ¢, _ 921 _ a1 _ a1 _ a1 _  _G21
ary (1) ay M1l ayy 41272 ayy 1313 ay; Mntn an
a21 as ag ag - 0 ag
a1 — aippr1 + 022 — 0120 T2 + (023 — 7013073 T %20 — o Mnp Tn = 2~ o0t

ai

=0

Observe que os multiplos da primeira linha sao calculados da

seguinte maneira, é a razao entre o

coeficiente que se dejesa anular e o elemento a1; da diagonal da primeira linha.

i
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Logo o primeiro passo do processo de eliminacao de Gauss transforma o sistema acima (A, b)

num sistema da forma

/ /! / / / /

ay; @ Gy ay o dy, by

/ / / / /

0 agy agg ay -+ ay, by

/ / / / /

(A" 5) 0 a3 a3z azy - a3, by
Ab) =

Y

/ / / / /

0 agp aj3 ay - ay, b

/ / / / /

0 Apy  Qp3 Qpg " Oy bn

esta primeira etapa pode ser descrita como:

Etapa 1 Para k =2,3,...,n, subtraia da linha (k) o maltiplo

T
k1l —
a1l

da linha (1) da matriz (A,b). O resultado serd a matriz desejada (A’ ).

A transicio (A, b) — (A’,b) pode ser descrita usando multiplicagdo de matrizes
(Alv b/) = Gl(Av b)

onde G; é uma matriz triangular inferior da seguinte forma

1 00 0 0]
—lp; 1 0 O 0
—I33 0 1 0 0
G| =
—l41 0 0 1 0
—lp1 00 0 --- 1
onde os coeficientes o1, I31, 41, . . ., Ip1 sao dados respectivamente por g—ﬂ, %%, g;ﬁ, ey g—ﬁ.

Matrizes tais como a acima (G1), as quais diferem da matriz identidade em uma linha somente

sao chamadas matrizes de Frobenius. G1 é ndo-singular. Observe que:

1 0 00 0
loy 1 0 0 0
G_1:l31010 0
1 lggy 0 0 1 0
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Por esta razao os sistemas Ax = b e A’z = b’ tém a mesma solucao: Ax = b implica que
GiAx = Az = b = G1b, e A’z = b implica que G;'A’'x = Az = b= G['V.

O elemento a1; na diagonal da primeira linha na Etapa 1 é chamado elemento pivé ou simples-

mente pivd, a linha que contém o pivo é chamada linha pivotal.

Observe que o sistema resultante dessa primeira etapa nao possui a varidvel xz; nas linhas

abaixo da linha pivotal, isto é, as linhas 2, 3, 4, ..., n, tornam-se agora um sistema de ordem n — 1,

independente da varidvel 1. Logo, podemos repetir o procedimento anterior usando agora o elemento

aly (ahy # 0) como pivod e a segunda linha como linha pivotal. Enfim, num segundo passo do algoritmo

um multiplo adeqiiado da segunda linha é subtraido de todas as linhas abaixo da segunda linha, de

forma que todos os elementos de x5 abaixo de ago se anulem. Isto é,

— aip  als

0 ah

(A’, b’) _ 0 ‘1%2
0 alp

I 0 ane

Logo o segundo passo do processo de eliminacao de Gauss transforma o

sistema da forma

ajy  afy

0 (1/2/2

0 0
( A// b//) —

0 0

0 0

/
ais

/
Qo3

/
ass

ay3

12
ais

1
as3
1

ass

1
ay3

"
an3

/
aiq
/
Aoy
/
azyq

Ay

12
ary

12
Qgy
12
asy
12
Qayqq

"
Qanyg

/
a1n
/
Qo
/
asn,

Ay

/

a’l’L?’L

"
arn

"
QAop
"

asn

"
Aypn

"

a’l’L?’L

agora a segunda etapa pode ser descrita como:

Etapa 2 Para k =3, ...,n, subtraia da linha (k) o maltiplo

/
l _ o
k2 - /

Qg9

b/

1
by
1
b3
i
b3

"
by

b//

(iii)

(iv)

(n)

«—

«—

«—

(iii)

(iv)

(n)

/
o
‘1/22 (i)

: : Y
sistema acima (A’, b)) em um
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da linha (2) da matriz (A',b). O resultado serd a matriz desejada (A”,b").

A transigao (A’,b') — (A”,b") também pode ser descrita usando multiplicagao de matrizes
(A//, b//) — GQ(A/, b/)

onde G5 é uma matriz triangular inferior da seguinte forma

1 0 00 0 ]
0 1 0 0 0
G 0 —Ixx 1 0 0
2710 <l 01 0
0 —lpe 00 --- 1
Uny Ay ar al
onde os coeficientes 30, 149, l50, . . ., l,2 sao dados respectivamente por —32, =42 =52 —n2,
Qoo Qgg A3 Q22

Assim como a matriz G1, G2 é uma matriz de Frobenius e possui inversa da forma

1 0 00 0
0 1 00 0
G_1:0l3210 0
2 0 lys 0 1 0
0 lps 00 - 1

Assim como na etapa anterior, podemos mostrar que A’z = b’ ¢ A’z = b’ tém a mesma
solucao.

O elemento ah, na diagonal da segunda linha na Etapa 2 agora é chamado pivé e a segunda
linha é agora a linha pivotal.

Observando o sistema resultante vemos que a partir da terceira linha as equactes nao possuem

nenhuma dependéncia das incégnitas z1 e xo e portanto podemos visualizar um sistema de ordem

n — 2 com incégnitas x3, T4, ..., T, € entao repetir o procedimento anterior.
" 1 " " " /!
ay; ajp ayz ayy - ay, by
" " " " /!
0 a3 agy agy -+ ag, by
" " " /!
"o 0 0 a3 azy - a3, b3
(A 7b ) =
"
" " " 1" : : Ay3 e
0 0 afs ajy - af, b | (iv) « (iv) — =H(iii)
a33
"
" " " 1" a
0 0 Ap3 Qpg " Qpp bn (n) A (n) - az:: (111)
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. . . ~ . . 1 !/ .
Como nas etapas anteriores a eliminacao de Gauss transforma o sistema acima (A", ") em um sistema

da forma
" " " "o nepn
ayp Qi Q13 Ay arn, 01
1224 1224 1224 1224 /1!
0 agy agy agy -+ ag, by
1224 1224 1224 /1!
I 0 0 a3y asgy - az, bs
(A ) b ) =
1224 1224 /1!
0 0 0 a44 e a4n b4
1224 1224 /1!
0 0 0 apg -+ an, b,

e a terceira etapa serd descrita como:
Etapa 3 Para k =4,5,...,n, subtraia da linha (k) o maltiplo
_ s

lk3 - 17
a33

da linha (3) da matriz (A”,b"). O resultado serd o sistema desejado (A" b").

A transicao (A”,b") — (A", b") serd descrita por
(A/// b///) — Gg(A// b//)

onde G'3 é da forma

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
G 0 O 1 0 0
P70 0 —lyg 1 0
00 g 0 - 1
a// a// a//
onde os coeficientes ly3, 53, . . ., l,3 sao dados por =43, =23 ... =23 respectivamente.

. . a3z as33 a3s3
Como G4 e Gy, G'3 possui sua inversa da forma

o O O =
S O = O
o
— o O O
o O O O
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Mais uma vez podemos mostrar que A"z = b" e A”x = b" tém a mesma solucio.
1% q G
O pivo nesta etapa é o elemento agg na diagonal da terceira linha, e esta é chamada linha pivotal.

O sistema resultante a partir da quarta linha nao possue dependéncia das incégnitas x1, o € T3
sendo assim um sistema de ordem n — 3 com incégnitas x4, x5, . . ., T € Mais uma vez podemos repetir

o procedimento no novo sistema reduzido.

Procedendo sucessivamente de maneira andloga, reduziremos o sistema original a um sistema
triangular superior, que pode ser facilmente resolvido.

Usando a representacao matricial da eliminacao de Gauss temos

Arx = b <= Arx = b
Az = b = GiAx = Gib
A'x = b’ < GgGlAw = G2G1b
Ar = b" < G3G2G1Am = G3G2G1b
A g = pnD) — Gn1...GoGiAz = G,_i...G2G1b
U c U c
Ux = c <~ Ux = G,_1...G2G1b

Premultiplicando o sistema acima pela inversa de G,_1 que sabemos que existe

GlUuzx = G'.G, 1G, 5...G2G1b
N————
I
ou
G 'lUx = G, o...GG1b

Analogamente premultiplicamos o sistema por G, 1,

G LG Uz = G;1,Gu 2G,_3...GG1b
N————
I

logo
GG ' Ux = G, 3...GGib
Da mesma forma podemos premultiplicar o sistema por G;LE?)
G .G 1.6\ Uz = G.',G, 3G,_4...G2G1b
—_———
I

logo

G, .G 1.G '\ Ux = G,_4...G2G1b
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Y . . -1 -1 -1 -1 -1
Procedendo da mesma forma, premultiplicamos sucessivamente o sistema por G, _,, G, 5, G, 24, ...G5 ", G|,

obtendo enfim
G/'Gy Gyt .G LG LG L U = b

Vimos que a inversa de cada matriz de Frobenius é facil de calcular. Temos agora que calcular o
produto dessas matrizes. Porém, cada matriz G; é triangular inferior, logo o produto delas é também

triangular inferior, além disso devido a estrutura de cada uma delas este produto possui a forma

Gi'Gy'Gy' .. .G LG LG =

1 000 oll1 0 0o 0 0
lby 1 0 0 ollo 1 00 0 010 -~ 0 0
I3 0 1 0 01|10 I3 1 0 0 0

"l 001 010 2 01 0 T
: : P 1 0
bt 00 0 o 1[0 Zyp 00 «+ 1| |00 0 ~ Ipp 1]

G’ G;" G,
1 0 o0 0 0]
Iy 1 0 0
I31 32 0

_ ~L
lar lao a3 0

: 1
bt by Doz oo byt 1]

L

Observando a matriz L, vemos que seus elementos sao os valores dos multiplos utilizados no processo

de eliminacao do método de eliminacao de Gauss.

Decomposicoes triangulares tem grande importancia na solugao de sistemas de equacoes lineares.

Se esta decomposicao é conhecida para uma matriz A, entao o sistema
Ax=b
pode ser imediatamente resolvido para qualquer segundo membro b. Isto é,

Ly=b — y
Az =b— LUz =b =
Ur=y — =
Observagao: Nem sempre toda matriz inversivel possui uma decomposicao da forma acima, as vezes,
é necessaria uma conveniente troca de linhas da matriz para a obtengao da fatoragao.
Resumindo temos os seguintes algoritmos:

Eliminacao de Gauss:



26

Parak=1,2,...,n—1
Parai=k+1,...,n
Lik = @i/ arg
Paraj=k+1,...,n

aij = aij — ligag;

bi = b; — lirby
Exemplo:
3rz1 + x2 + 6xz3 = 2
lry + 22 + w3 =
201 + x92 + 3x3 = 7
Solucgao:
316 | 2
111 | 4| () « (i) -1/3(3)
2 1 3 | 7)) (i) <« (i) -2/3(3)
3 1 6 | 2

0 1/3 —1 | 17/3 ) (iii) « (i) —1/2(i)

16 | 2
0 2/3 -1 | 10/3
0 0 -1/2 | 4
Resp: (19; —7; —8)
entao
1 0 0 3 1 6
L= /3 1 0 e U= 0 2/3 -1
2/3 1/2 1 0 0 —1/2

Se possuimos a fatoracao LU da matriz A o sistema acima seria resolvido da seguinte maneira.

Fatoracao LU com pivo nulo.

—x1 + 29 + 33 + wmmy = 1
201 — 4dx9 — bBry — x4 = 0
—3r1 + 8x9 + 8x3 + x4 = 2
r1 4+ 2x9 — 6x3 + 4xy = -1



:}L:

-1

— -1 2 3
0 2 -1
0 0 1
I 0 4 -3

— -1 2 3
2 -4 =5
-3 8 8
I 1 2 -6
— -1 2 3
0 0 1
0 2 -1
I 0 4 -3

(iii)

(iv)

«—

«—

(iii)

(iv)

:}L:

DOl
—
—
=
SN—r
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Calculando o produto LU

-1

-1

-1

-1

1

1

(iv)

2 3
2 -1
0 1
0 0

— (iv)

-2

10

=
[

(iii)

:}L:

10

1 0
3
-2 0
-1 2

. (28, 7.
Resp' (?7%7

= PA

[Sxi[e]

28

[S{1\)
~—

Veremos a seguir, que por razoes numéricas trocamos linhas do sistema para utilizar um pivo melhor,

até mesmo quando temos um pivo diferente de zero.
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2.3.2 Sobre erros de arredondamento e Sistemas Mal Condicionados

Teoricamente a solucdo de um sistema linear nao singular estd perfeitamente estabelecida. Na elim-
inacao de Gauss pode ser necessario algumas trocas de linhas, mas sempre sera possivel resolver
corretamente (teoricamente) o sistema. A pratica, porém é diferente.

Lembre-se que para um sistema linear de tamanho pequeno, digamos 100 x 100, a Eliminacao de
Gauss envolve aproximadamente 300.000 operacdes aritméticas (n3/3). Para cada operaciao podemos
esperar um erro de arredondamento.

A questdo é, como estes erros contribuem para o erro final na solucdo?

Os exemplos abaixo podem ilustrar alguns pontos importantes sobre os erros de arredondamento.

Sejam duas matrizes,
1. 1. . 1 1.
A o A — 0.000
1. 1.0001 1. 1.

O primeiro ponto é: Algumas matrizes sao extremamente sensiveis a pequenas mu-
dancas, e outras nao.

Qualitativamente A é quase singular enquanto A’ nao é. Se trocarmos o ultimo elemento de A
para ase = 1, a matriz se torna singular. Considere agora dois segundos membros prézrimos para o

sistema Az =0b

u + v = 2
e
u + 1.000lv = 2

A solucao do primeiro sistema é u = 2, v = 0; a solucao do segundo sistema é u = v = 1. Uma

+ v = 2
+ 1.0001v = 2.0001

S

S

mudanca na quinta casa decimal de b foi amplificada para uma mudanca na primeira casa decimal
da solugao. Nenhum método numérico pode evitar tal sensibilidade a pequenas pertubacdes. O mal-
condicionamento pode se modificado de um lugar para outro, mas nao pode ser removido. A solucao
real do sistema é muito sensivel, e a solugdo calculada computacionalmente nao pode ser menos
sensivel.

FExemplo grafico: = retas quase paralelas.

O segundo ponto é: Mesmo uma matriz bem-condicionada pode ser afetada por um
algoritmo.

Infelizmente para a matriz A’, o processo de Eliminacao de Gauss Classica nao é um bom al-
goritmo. Suponha que 0.0001 seja utilizado como o primeiro pivo, e 10000 vezes a primeira linha seja
subtraida da segunda. O elemento na posigao (22) da matriz tornar-se-& —9999, que arredondado se
transforma em —10000. Os vestigios do valor 1 que estava originalmente naquela posicao desaparece-
ram.

Considere o exemplo:

{0.0001u + v =
u + v o= 2 (id) < (i1) — gg001 (0) (i1) « (i1) — 10000(3)
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u  + v o= 2
w4+ 100000 = 10000
— 9999y = —9998

Apéds a eliminacgao a segunda equacao poderia tornar-se
—9999v = —9998, ou v = 0.99990

Um arredondamento resultaria em —10000v = —10000, ou v = 1. Independentemente, a al-
teracao da segunda equacao nao resultou em uma solucao ” errada”’ para v. Entretanto, quando é feita

a retro-substituicdo a primeira equac¢ao com o valor correto de v torna-se
0.0001u 4+ 0.9999 =1 ou u=1.

Se ao invés disso usarmos o valor v = 1 que esta incorreto somente na quarta casa decimal,

teremos:
0.000lu+1=1 ou u = 0.

O valor calculado computacionalmente é completamente erréneo. Mesmo a matriz A’ sendo
bem-condicionada o processo de Eliminacao de Gauss Classico é extremamente instavel.
O pivo de pequeno valor (=0.0001) trouxe instabilidade, e a cura é a troca de linhas. Esse é o

terceiro ponto:

Teoricamente apenas os pivos nulos forgam a troca de linhas na Eliminagao de
Gauss, e um pivo pequeno forca uma troca pratica.

A menos que se tenha garantias especiais, um computador precisa comparar cada pivo com todos
0s possiveis pivo na mesma coluna. Escolhendo entre esses candidatos o com maior valor absoluto, e
trocando as respectivas linhas tal que o maior valor seja o novo pivo, teremos a chamada FEliminacdo

de Gauss com pivoteamento Parcial.

Outro exemplo de Sistema Mal-Condicionado

Seja o sistema

10z1 + Tx9 + 8x3 + Txy =32
Tx1 + bxo + 63 + bxry =23
81 + 620 + 10z3 + 94 =33
1 + bxo + 923 + 10z, =31
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se substituirmos = (9.2, —12.6, 4.5, —1,1 ) no sistema acima obtemos, no lado esquerdo:

by =32.1
be = 22.9
bs = 33.1
by = 30.9

0 que nos leva a crer que x é uma boa aproximacao da solucao do sistema.
Mas, se fizermos = ( 1.82, —0.36, 1.35, 0.79 ) obtemos

by = 32.01
be = 22.99
bs = 33.01
by = 30.99

que é outra aproximacao da solucao, porém, ainda longe do valor correto que é x = (1,1,1,1).
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Estratégias de Pivoteamento

Vimos que quando encontramos um pivo nulo temos que procurar um outro elemento para substitui-lo.
Entretanto, como também ji vimos o método da eliminacao de Gauss pode ser instavel se utilizamos
um pivo com valor muito pequeno, isto sugere que sempre seja feita um selecao para a escolha de um
novo pivo. Isto é feito geralmente de duas maneiras chamadas, pivoteamento parcial e pivoteamento
total.

Pivoteamento parcial

Nesta estratégia a pesquisa por um novo pivo é feita na mesma coluna do pivo natural (aquele que
é usado na eliminacao de Gauss cldssica), os elementos candidatos ao cargo de pivo sdo os situados

abaixo do pivo natural. O eleito serd o de maior valor absoluto, isto é,
|ar | =max |a; | i=1,2,3,...,n
(3

entao trocamos as linhas r e 1 tornando a,1 0 novo pivo e continuamos a eliminacao de Gauss.

Na Etapa 2 a pesquisa pelo novo pivo é feita agora na segunda coluna abaixo do pivo ab,, isto

\.CD N

|ar2|:mlaX|ai1| 1=2,3,....n

Na prética o método da eliminacao de Gauss (ou Fatoragao LU) sempre é usado com alguma
selecao de pivo, principalmente com a estratégia de pivoteamento parcial.

Observagoes:

a) Quando calculamos a fatoragdo LU de uma matriz A usando pivoteamento parcial, devemos de
alguma forma guardar as trocas de linhas realizadas na eliminacao para a posterior trocas das

linhas do vetor segundo membro.

Pivoteamento total

No pivoteamento parcial a pesquisa por um novo pivo é restrita a uma coluna (aquela que contém o pivo
natural). No pivoteamento total a pesquisa é feita em toda a matriz de coeficientes e novo pivo serd
aquele que tiver o maior valor absoluto. Neste caso apds a escolha devemos trocar convenientemente

as linhas e colunas do sistema para continuar o processo de eliminagao.

Observagoes:

a) Como nesta estratégia de pivoteamento trocamos colunas do sistema deve-se atentar para a troca

na ordem das incégnitas visto que estas estao associadas a cada coluna do sistema.

b) O pivoteamento total é muito pouco utilizado devido ao alto custo da pesquisa por um novo pivo,
na k-ésima etapa da fatoracdo sdo necesssarios (n — k + 1)? testes para se determinar quem serd
0 novo pivo, enquanto que no pivoteamento parcial o ntimero de testes necessarios é igual a

(n — k+ 1), visto que a procura é restrita a uma unica coluna.
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2.3.3 Custo da Eliminagao Gaussiana

Quantas operagoes aritméticas sao necessdrias para se resolver um sistema de n equacées e n incognitas?

Suporemos que nao sejam necessarias trocas de linhas, isto é, nao existam pivos nulos nem os
erros de arrendondamento.

Vejamos em primeiro lugar somente as operacoes na matriz (ignoraremos inicialmente as operagoes
no segundo membro).

Essas operacoes sao de dois tipos.

Uma operacgao ¢é a divisao pelo pivo, para encontrar o multiplo da linha pivotal que devera ser
subtraido. E a seguir, efetuamos realmente essa subtracao.

Consideremos cada divisao e cada multiplicacao—subtracao uma tnica operacao.

No inicio, quando a primeira equacao tem n elementos na matriz, sdo necessarias n operagoes
para cada zero(0) obtido na primeira coluna de cada linha ( 1 operagao para determinarmos o multiplo
(divisao) e n — 1 para os outros elementos da linha fatorada (multiplicagoes e subtragdes)). Existem
n—1 linhas abaixo da primeira linha, assim a primeira etapa da eliminacao necessita de n(n—1) = n?—n
operacoes (outra abordagem é a seguinte: todos os n? elementos precisam ser modificados, menos os

2 _n). Agora, observe que as etapas seguintes sio mais "rdpidas*,

n elementos da primeira linha — n
porque as equagoes se tornam progressivamente menores. Quando a eliminacao é feita em k equagoes
(k < n), somente k? — k operacdes sdao necessarias para zerar a coluna abaixo do pivo (pela mesma
razao usada na primeira linha).

Juntas, o niimero de operacoes na matriz é a soma de k? — k operacoes para k variando de 1 até

n. Isto é,

n n n

N —k=> K-> k=

k=1 k=1 k=1

+1)2n+1) nn+1) nd-n nd

(P4 ) (1424 m) = " - - ~

(1F+2°+...4n°)—(1+2+...+n) G 5 3 3
Observagao:

1,3

Se o n € muito grande, uma estimativa do ntimero de operagoes ¢ zn°.
No segundo membro na primeira etapa temos n — 1 operagdes (uma multiplicagdo—subtracao
para cada elemento do segundo membro). Na segunda etapa como temos um sistema (n—1) x (n—1),
serao necessarias n — 2 operacoes, e assim por diante. Logo, somando todas as operagoes, teremos
(n=1)((n—1)+1) n(n-1)

m-1)+mn—-2)+...424+1=142+...4+(n—-1)= 5 = 5 =

’I’Lz—’I’L 2

N’I’L
2 T2

Observagao:

Se o n é muito grande, uma estimativa do niimero de operagoes no segundo membro é %nz.

A retro-substituicao é bem mais ”rapida“.
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A ultima incégnita (z,,) é determinada com somente uma operac¢ao (uma divisao). A pentltima
incégnita requer 2 operagoes (uma subtragdo—multiplicacdo e uma divisdo) e assim por diante. Logo
o numero total de operacgoes para a retrosubstituicao é

nn+1) n?+n n?

+ 2+ +n 5 5 5

Somando todas as operagoes efetuadas, temos:

n3—n+n2—n+n2—|—n n3—n+ 9
= n
3 2 2 3

Observagao:

Novamente, podemos dizer, se n for muito grande que o ntimero de operagoes necessarios para

se resolver um sistema por Eliminagao de Gauss é %n?’.



Exemplos

Eliminacao de Gauss

2r1 + 2x9
r1 — T2
3r1 + 2x9
4x1 4+ 3xo
— 2 2 1
1 -1 2
3 2 -3
432
— 2 2 1
0o -2 3
0 -1 -3
0 -1 0
— 2 2 1
0o -2 3
0o o0 2%
00 —3

+ I3

+ 2:L'3

— 3:L'3

+ 2:L'3

T4 =

T4 =

2:L'4 =

T4 =

(i)
(iif) «—

(iv) «

(iii)

(iv)

(

12

ii)

(i) —

(iv) —

«—

GOV D=
—~ —~
—- —-

~— ~—

DO~
~~
-~
Rab

35
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2 2 1 1 | 7
3 3 5
0 -2 5 =5 | —3
21 11 21
0 0 -z 1L | _
o 0o o L+ | o0
2r1 + 2z + r3 + Ty = 7
— 22y + B3 — 3z = -3
2 2 2
R PR P
71’4 = 0

Da quarta equacao — x4 =0

4

. - 1 21 11 1 21
Da terceira equagao — r3 = —57 1 + Z:E4 = —57 1 +0p,=1
4

1 5 3 3 1 5 3 3 8
D > = —— _— = — — = —— —_— = — . 1 — = - = 2
a segunda equacao — xo 5 { 5 ~ 573 + 2;1;4} 5 { 575 + 5 0} 1

1 1
Da primeira equagao —>:L'1:5{7—21’2—1’3—1’4}25{7—2'2—1—0}:1

Resp: (1;2;1;0)
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Fatoracao LU c/ e s/ pivoteamento

1) Calcular a fatoragdo LU da matriz abaixo e calcular seu determinante

2 -1 4 0
4 -1 5 1
A=
-2 2 -2 3
0 3 -9 4

usaremos as posicoes da matriz abaixo da diagonal principal que forem sendo zeradas para armazenar

os elementos da matriz L.

— 2 -1 4 0_

4 -1 5 1| () < () - 30

2 2 -2 3| (i) « (i) - ()
03 9 4] () — (V) - J)
[ 2 1 4 0]

; 1 =3 1

|

1] 1 2 3| (i) « (i) — (i)
0 : 3 -9 4| (iv) « (v) - i)
[ 2 1 4 0]

; 1 =3 1

-1 i |5 2
0 3 : 0 1] () « () - L)



logo

det A=det LU =detL -detU =1-detU =det R=2x1x x5x1=10

w = = O

S = O O
— o O O

e —

38

como o determinante da matriz é diferente de zero entao o sistema linear abaixo possui uma unica

solucao.

ache a solucao deste sistema usando a decomposicao LU de A.

A:E:b:>LUac:b:>{

Ly=b—

-2

-9

I

T2

T3

Tq

Y1

Y2

Y3

Ya

Ly=b — y

U=y — =x

2 -1
4 -1
-2

— U

— Y2

— Y3

— Y4

I

T2

T3

Tq

10

50




Urx=y —

2 -1
0 1
0 0
0 0

I

T2

T3

Tq

— X9

— I3

— Xy

39

Agora repetiremos o problema usando pivoteamento parcial.

— 2 -1 4 0_
4 -1 51
-2 2 =2 3

I 0 3 -9 4_

0 4.

2 -1 4 0| (i) < (i) -

03 -9 4| (i)« (V) - (i)
4 -1 5 1]
172 | —1/2  3/2  —1/2
~1/2 : 3/2  1/2 7/2
0 : 3 -9 4 |




Precisamos agora de nova troca de linhas, isto é, a segunda linha serda trocada com a quarta linha

Temos

~1/2

1/2

~1/2

1/2

~1 5
3 -9
3/2  1/2
~1/2  3/2
~1 5

3 -9
vzl s

|

~1/6 | 0
~1 5

3 -9
vl
e o
0 00

1 00
1/2 1 0
~-1/6 0 1

1

7/2

~1/2 |

3/2

1/6 |

3/2

1/6

(iv)

(iii)

(iv)

«—

— (i)

— (iv)
(iv) —
4 -1
0 3

0 0

0 0

5

o

(iii)

40



se calcularmos o produto LU obtemos

LU =

= PA

41

que nao ¢ igual a matriz A, porém o resultado é igual a A com as mesmas trocas de linhas realizadas

durante a fatoragao.

No produto LU, P ¢é a matriz de permutacao relativa as trocas de linhas e P = PyPy. P,

representa a troca das 1% e 22 linhas e P representa a troca das 2% e 42 linhas. Na forma matricial

temos

01
0 0
0 0
10

= PyP,

Para usarmos a fatoracao acima para resolver um sistema linear temos que permutar as linhas do

segundo membro da mesma forma que foram feitas na matriz durante a fatoragao. Logo inicialmente

trocamos a primeira e a segunda linhas e a seguir trocamos a segunda e quarta linhas, resultando no

seguinte segundo membro.

b/
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2.4 Meétodos Iterativos

Muitos problemas préticos requerem a solucao de grandes sistemas lineares (Ax = b) em que a matriz
A é esparsa, isto é, tem relativamente poucos elementos nao nulos. Sistemas desse tipo surgem, por
exemplo, em aplicagoes dos métodos de diferencas finitas ou elementos finitos para aproximar a solugao
de problemas de valor de contorno em equacgoes diferenciais parciais. Os métodos de eliminagao usuais,
normalmente ndo podem ser empregados neste caso (excecgao feita as matrizes do tipo banda, quando
a largura de banda é pequena), pois eles tendem a gerar matrizes intermedidrias densas e o nimero de
operagoes necessarias para a solugdo torna-se muito grande, mesmo para os computadores modernos,
além disso tais matrizes ocupariam uma memdria, as vezes, nao disponivel, além disso existem os
erros de arredondamento. Por estas e outras razoes utiliza-se os métodos iterativos para resolver tais
sistemas.

Nesta classe de métodos partimos de uma aproximacéio inicial (©) para a solucio do sistema
linear, e a partir dela geramos por um processo recursivo (repetitivo) novas aproximagoes que definem
uma seqiiéncia. O método serd bem sucedido se a seqiiéncia convergir para a solucao do sistema.
Cada ciclo responsavel pela geracdo de uma nova aproximacgao é chamado iteracdo. A cada iteracao

sao usadas informagoes das iteragoes anteriores. Resumindo

0) 1) 2) 3)

2 — M) @ 20 g

lim ) =
1—00
Obviamente é impossivel realizar infinitas iteragoes para obter a solucao do sistema. Por isso adotare-

mos um critério de parada.

2.4.1 Critério de Parada

Uma maneira de determinar se a seqiiéncia gerada pelo método iterativo estd convergindo é verificar
se a diferenca entre a aproximacio e o vetor exato da solucdo estd diminuindo. Seja z(¥ o vetor

aproximado obtido na iteracao ¢ e & o vetor solugao, podemos verificar se
|2 —Z|| < e

isto é, se a diferenga acima citada é menor que um valor pequeno (€), onde || - || denota uma norma do
R™. Chamamos o valor escalar ¢ de tolerancia de parada ou simplesmente tolerancia.
Entretanto, como nao conhecemos a solugao do sistema (queremos na verdade determinar este

vetor), o teste acima nao pode ser efetuado. Substituimos o teste acima pelo seguinte teste:
|20t — 2] < ¢

A diferenca agora é calculada entre duas aproximagoes sucessivas.

O critério empregando a diferenca relativa entre aproximacoes sucessivas também é usado, isto

\.CD N

2+ — 2O
— <
[
A secdo a seguir se dedica a apresentar brevemente os métodos iterativos para resolucao de

sistemas lineares. Nos retringiremos aos métodos classicos.



2.4.2 Método de Jacobi

No método de Jacobi partimos do sistema original abaixo

a1121 + a12T2 + a1303 + @14T4 + - - -
2121 + a22T2 + A23%3 + Q24T + - - -
a3171 + a32x2 + a33x3 + azqrs + -

4121 + @42T2 + A43%3 + 44Ty + - - -

+ a1nTn
+ aonTn
+ asnTn

+ A4nTn

e o reescrevemos da maneira descrita a seguir.

Ap1T1 + Ap2T2 + Ap3T3 + Apa®y + - + App Ty = by

43

Da primeira linha explicitamos a incégnita x1, da segunda linha a incégnita xo, da terceira

linha a incégnita x3, e assim por diante até a ultima equacao do sistema, onde entao, explicitamos a

incégnita z,,. Resultando assim,

1
x1 = — (b1 — a1272 — a13x3 — A14T4 —
aip
1
2y = — (ba — a21%1 — a23%3 — A4y —
as
1
3 = — (b3 — az1x1 — aza®s — az4T4 —
ass
1
x4 = — (by — anx1 — ag2xe — ag3T3 —
aqq
Ty = — (by — Ap1%1 — An2T2 — ap3T3 —
Apn

o aln:En)

- a2n$n)

o a3n$n)

- a4n$n)

o an,n—1$n—1)

(2.5)
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A funcao de iteracgao é entao definida como

i 1 i i i '
:c§ e — (bl - a12$g) - a135’3§) - “14"134(1) o al"‘rg))
a1l
i 1 i i i '
ng +1) - (b2 _ (121£E§) _ (123£E§) _ (124"1,'[(1) — e — a2n$£f))
a2
:céi“) = ai (bs — asllL"gi) - a32$gi) - a34$z(1i) - T a3n$£f))
33 (2.6)
"UEL ) _ = (b4 — a41$§) — a42$g) — a43$§) - a4n$£l))
Q44
. 1 ; ' j '
(i+1) — = (p — (i) _ (@) _ @_ ... @
Ly, Ann, ( n = Gn1%1" — Gn2Ty" — Gn3T3 “"v“—l‘rn—l)
Parai=0,1,2,...

Para k=1,2,...,n

k—1 n
= . .
:L',(;—i— ) = bk — Z akang»l) — Z akang»l) /akk
j=1 j=k+1
Testa Criterio de Parada

com (0 = (;pgo), :Ego), :Eéo), .. .,xﬁ?)) dado

Assim se tivermos uma aproximagcao inicial para a solucdo do sistema, podemos gerar uma

sequéncia de aproximacoes que esperamos convirja para a solucao.

Um Critério de Convergéncia (Jacobi)

Mostraremos a seguir uma condicao suficiente para a convergéncia do Método de Jacobi.
Por ser um critério somente suficiente asseguramos a convergéncia se as condi¢oes do teorema

sao satisfeitas. Entretanto, nada podemos afirmar se as condigbes nao sao satisfeitas.

Teorema 2.4.1 (Critério das Linhas ou Critério da Diagonal Dominante) Seja um sistema

linear Ax = b e seja

1:|a12|+|(113|+|(114|+"'|a1n|
| a1y |
2:|<121|+|<123|+|<124|+"'|<12n|

| a2z |
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ag:|a31|+|a32|+|a34|+"'|a3"|
| ass |
:|(1n1|+|an2|+|an3|+"'|an7n—l
" | ann |
isto €
n
oy = Z|aij| /|am| ’iZl,...,’l’L
g

Se

a= max o < 1
1<i<n

entao o método de Jacobi converge para a solucdo do sistema linear, independentemente da aprox-

imagdo inicial.

Exemplo:
dry — w3 + x3 = 4
ry + 6xs + 2x3 = 9
-1 — 2x2 + Sx3 = 2

Pelo critério das linhas
CJan|+las| 1+1 1

= = =-<1
|a11| 4 2
1+2 1

_lasy | +]as| 1+ 1y
|a22| 6 2
1+2 3

_lasi [+ las| 1+ _3
| ass | i) i)

logo temos certeza de que o método de Jacobi convergird. Reescrevendo o sistema linear

:cﬁ’f“) = % (4 + :L"gk) — :Egk))
:Egk—i—l) = % (9 — :Egk) — 2:13%“)
= 1 (24009 1 2a0)

com 2 =0 e e=0.01

A= L) = o=
A = o ) = o020=}
) = Leal e 2) = Lerosr0=d



:L"gl) 1
wgl) = %
KN

1 0 1
e =]o|l=0]2/l 5>
2 2
(- 5 - (- 0 - L 5 -
faremos entao mais uma iteracao
2 _ 1 (1) (1) _ 1 9 2\ _ 51
Ty = z(4+$2 —303) = z(4+a—5)—m
(2) 1 (1) MY _ 1 2) _ 36
Ty = 6(9—JE1 —2:133) = 6(9_1_2'5)_%
2 1 MY _ 1 9 _ 6
(2) 51
:L"gz) = %
(2) 6
(- ;Ug - (- g -
Pelo critério de parada
|2 —2W| < e 22777
51 1
oy 1 )
4
I (= o|l=I]3|I=F=08>¢
6 2 4
L 5 | | 5 | | 5 |

mais uma iteragao. E assim por diante.
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Outro Exemplo:

101 + 229 + r3 = 7
r1 + Sxo + r3 = -8
2x1 4+ 3x9 + 10x3 = 6

Reescrevendo o sistema linear

S Z L (7 2 off)
k k

A = 1 (el )

A = (6 22— 5a?)

T
com [m(o)] = (0.7, —1.6;0.6) e € = 0.05, temos:

2.4.3 Método de Gauss-Seidel

r T

2" = (0.7000; —1.6000; 0.6000)

r T

M| = (0.9780; —1.9800;0.9660) = ||z® — x| =0.3800 > €
r T

| = (0.9994; -1.9888;0.9984) = [|® —x®)| =0.0324 < €
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Novamente partindo do sistema linear reescrito na forma 2.5. Assim como no método do Jacobi as

dltimas aproximagoes para os componentes sao usadas para aclcular as novas aproximagoes. Entre-

tanto, a medida que novos valores sao obtidos para os componentes estes sao usados ao invés daqueles

da aproximacao anterior.

:nglﬂ) = — (61 - a1233g) - a1333§l) - a14334(f) - T a1n$£f))
aii

:nng) = s (bz - a2133gl+1) - a2333§l) - ‘12433511) -
a22

T = = (by - ana{™ — agaf™ — gyl - -
ass

:EE;ZH) - (54 - a41:13gl+1) - a4233g+1) - a4333§l+1) -
(44

. 1 ; ; )

zt) = — (bn - anl:ﬂgH—l) - an2$gl+1) — On $§Z+1) -

Qnn,



Um Critério de Convergéncia (Gauss-Seidel)

Pode-se utilizar o Critério da Linhas ou Diagonal Dominante usado no método de Jacobi para o

método de Gauss-Seidel. Mostraremos a seguir uma outra condicao suficiente para a convergéncia do

Método de Gauss-Seidel.

Teorema 2.4.2 (Critério de Sassenfeld) Seja um sistema linear Ax = b e seja

:|(112|+|(113|+|a14|+"'+|a1n|

b1
| ai |
ﬁzzﬁl|a21|+|a23|+|a24|+"'+|a2n|
| azs |
ﬁ3:ﬁ1|a31|—|—ﬁz|a32|+|a34|+"'+|a3n|
|a33|
3 :ﬁl|an1|+ﬁ2|an2|+ﬁ3|an3|+"'+ﬁn—1|an,n—1
" |ann|
ou seja,
ﬁlz|a12|+|a13|+|<114|+"'+|<11n|
| ai |
e
1—1 n
Bi= D Bilai |+ > lal||/]ail i=2,...,n
j=1 j=it1
Se

= max §; < 1
B lgignﬁl

entao o método de Gauss-Seidel converge para a solucao do sistema linear, independentemente da

aprorimagdo inicial.

Exemplo:
or1 + x2 4+ x3 = b
3r1 + 4x0 + 3 = 6
3r1 + 3z + 63 = 0

Pelo critério das linhas

141 2
a1:|a12|—|—|a13|: 12
|a11| 5 5

1

~Jaa [ +las| 341
9 = = =
|a22| 4



:|a31|—|—|a32|_3—|—3:

= 1
| as3 | 6

logo nao temos certeza de que o método de Gauss-Seidel convergira.

Sassenfeld.
a2 |+ |a3| 1+1 2
B = = =-<1
| ail | 5 5
2
£.34+1 11
62:ﬁ1|a21|+|a23| _ss Al 1
| ao | 4 20
2 11
5 _Pilas[+Bfan| _5-3+5%-3 57 _,
’ | ass | 6 120
que foi satisfeito.
Reescrevendo o sistema linear
k+1 k k
AP =1 (5 0l af¥)
:Egk—l—l) _ 1 (6 _ 3$§k+1) _ $§k))
$§k+1) -1 (0 _ 3$§k+1) _ 3$gk+1))

com z(® =0 e ¢ = 0.05.

A = 1) -
= L (omD D)
o) = (032 —328) = 1
—:cg”_ — 1 || 1 _
) [=1 2 | = o0
_:gg})_ EANEEA

t6-0-0)=1

Temos que verificar se o critério de parada foi satisfeito

1 0 1
Il o7 |—1oll=I| o075
—0.875 0 —0.875

_ 3
6-3-1—-0)=3

3\ 21
(0-3-1-3-3)=-%
|=1>005=¢
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Vamos testar o critério de



faremos entao mais uma iteracao

— )

o2

o2

o2

L(5—af)

2
1 (6 3a?

=

1.025

0.95

1.025

0.95

—0.9875

—0.9875

0.75

—0.875

(1)

com mais uma iteracao, obteremos,

3
Ty

3
3

3
T3

)

) | =

)

1.0075

0.9912

—0.9993

Pelo critério de parada

|z —

1.0075

0.9912

—0.9993

0.95

1.025

—0.9875

)

(032 - 32

50

£(5—1+0.875) = 1.025

+ (6 —3-1.025+0.875) = 0.95

1(0-3-1.025-3-0.95) = —0.9875

0.0250

0.2000

—0.1125

0.0175

0.0412

0.0118

| = 0.2000 > €

| =0.0412 < ¢ = 0.05
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2.4.4 Meétodo da Relaxacao

Neste método introduzimos um parametro w de maneira que a seqiiéncia de aproximagoes geradas
convirja mais rapidamente. O parametro w deve respeitar o seguinte intervalo 0 < w < 2. Sew < 1

chamamos o método de sob-relaxacao e se w > 1 o método é chamado de sobre-relaxagao.

Este método pode ser interpretado da seguinte maneira:

Suponha que para a (i + 1) aproximacao 2+ j4 conhecamos os componentes ac,(fﬂ), k =
1,2,...,72—1. Os novos componentes da aproximagao (i + 1) pode ser interpretada como uma média

ponderada com pesos (1 —w) e w da aproximagao anterior e daquela que seria calculada pelo método

de Gauss-Seidel, respectivamente. Isto é,

. . 1 n . ]
A el |y Tl S ael?| =12
=~ ajj k=1 k=j+1

aprox. anterior

aprox. Gauss-Seidel

:Egi—i—l) = (1 —w)a! (2) + W (bl _ a12$g) _ a13$§) — a14$i) el = alnlﬂg))

a1l
20 — (1 —wyal) + 2 (b2 — a2 — gzl — o — agng;g;'))

a22
$§i+1) (1- w)$§) LY (b3 B a31$§i+1) B a32$gi+1) cee agn;ngj))

as3
(2.8)

2D 2 (1 — )l 4 (b4 P B . B am;pg))

Q44
2D = (1 —w)2(® + ai (b - an1$§+ ) anziﬂng) - T ““v“—1$£fir11))

Exemplo: Seja o sistema abaixo que é uma aproximacao do sistema de equagoes que modelam uma

viga bi-apoiada com um carregamento pontual na posigao 2. (DESENHO)

— 5 —4 1 0_ —ul_ —0_
-4 6 -4 1 U 1
1 —4 6 —4 U3 - 0

I 0 1 —4 5_ | ua | _0_

Resolvendo por relaxagao:

(Z+1) (Z) + _ b _ Za.? (Z+ ajj:E Z a]k:Ek ] = 172, B 1
k=j+1
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ou

ugiﬂ) = ugi) + % (—5ugi) + 4ugi) — uél))

WD 4 % (1 NI G O 4u§i) _ “Ef))

uii—l—l) _ uii) n % (_ug’ﬂ) +4u§i+1) _ 5%(1@'))
com uma estimativa inicial u(?) = 0 e tolerancia ¢ = 0.001. Para o método de Gauss-Seidel (w = 1)
obteremos a convergéncia apds 104 iteragoes e a aproximacgao para a solucao é:

[u(104)]T = (1.59; 2.59; 2.39; 1.39)
sendo que a solucao exata é:

[u]” = (1.6;2.6;2.4;1.4).
Variando-se o valor do parametro w temos a seguinte relacdo entre w e o nimero de iteragoes:

w ‘1,0 Lr 1,2 1,3 14 15 1,6 1,7 18 19
ne iteragoes ‘ 104 88 74 61 49 37 23 30 43 82




Sistemas Lineares — Exercicios

1. Resolva os sistemas lineares abaixo por Eliminacao de Gauss.

2¢1 + x2 + 3z3
a) 41 + 4x9 + 3x3
6x1 + Txo + 4dxj
3r1 4+ x5 + 6x3
b) 2¢1 + x2 + 3z3
Ty + T2 + T3
2r1 + 212 + 3
xr1 — To + 2x3
c)
3r1 4+ 2x9 — 3x3
41 + 3x9 + 2x3
41 + 3x9 + 2x3
d) r1 + 2x9 + 3x3
xrT — ro — T3
Ty + X2 + 3
2r1 4+ 3x9 — x5
e) 4r1 + 4x9 — 3x3
2r1 — 3x9 + 1lzj
Solugao:
a)
2c1 + T2 + 33
41 + 4x9 + 3x3
6x1 + Txo + 4dx3
2 1 3 | 7
4 4 3 | 21 (ﬁ)
6 7 4 | 32 (iii)
2 1 3 7
0 2 -3 7
0 4 -5 11
2 3 7
0 -3 7
0 1 -3

+ +

+

7
21
32

2

T4y = 7
T4 =
204 = 4
Ty = 12
zy = 10
4z, = 5
gy = —1

ry4 = 3

= 21
= 32

(iii)

— (i)

—4/2(i)
—6/2(i)

— (i)

— (i)

—4/2(ii)
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Resp: ¢ =[1 2 3]T

Resp: (17/2; —1;-3)
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c)
2r17 4+ 2x2 + w3 + wg = T
1 — X2 + 223 — x4 = 1
3r1 + 2x9 — 3x3 — 214 = 4
41 + 3x9 + 23 + x4 = 12
2 2 1 1 | 7
1 -1 2 -1 ] 1 (i) « (ii)) —=1/2(1)
3 2 -3 -2 | 4 (iii) « (iii)) —3/2(i)
4 3 2 1 | 12 (iv) « (iv) —2(i)
2 2 1 1 | 7
0 -2 3/2 -=-3/2 | -5/2
0 -1 -9/2 -7/2 | —-13/2 (iii) « (iii)) —1/2(ii)
0 -1 0 -1 | -2 (iv) «— (iv) —1/2(ii)
2 2 1 1 | 7
0 -2 3/2 -3/2 | =5/2
0 0 -—21/42 —-11/4 | -21/4
0 O 0 /7 0

Resp: (1;2;1;0)

2. Repita o exercicio acima usando pivoteamento parcial.

Solucao:

b) O elemento na diagonal da matriz é o maior da primeira coluna, logo nao é necessério uma

troca de linhas de escolha de pivo’s.

316 | 2

2 13 | 7| G) <« () -2/3()
111 | 4/ (i) « () —1/33)
3.1 6 | 2

0 1/3 -1 | 17/3

o

2/3 -1 | 10/3
assim temos que trocar a segunda e terceiras linhas de
3 1 6 | 2
0 2/3 -1 | 10/3
0 1/3 —1 | 17/3 ) (i) « (i) —1/2(ii)

w

1 6 | 2
0 2/3 -1 | 10/3
0 -1/2 | 4

o



com a retrosubstituicao, obtemos

:L'1:19
:L'2:—7
:L'3:—8

3. Ache a fatoracao LU da matriz abaixo e calcule seu determinante

3 2 4
A=11 -1 2
4 3 2

a seguir use esta fatoracao para determinar a solucao do sistema

Ax =

—_
N

(i) « (ii)) —1/3(1)
4 3 2 ) (i) — (i) —4/3()

3 2 4

0 1/3 2/3

0 1/3 —10/3 (iii) « (i) —(ii)

3 2 4

0 1/3 2/3

0 0 -—12/3

Logo
1 00 3 2 4
L=|1/3 1 0 e U=|0 1/3 2/3

4/3 1 1 0 0 -4

Para resolver o sistema:

LUx =0

Chamando Uz = y, temos

Ly=05>
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ou para b = (1,2, 3)

1 0 0 Y1
1/3 10 ye | = | 2
4/3 1 1 U3

que resulta em

y1 =4
Y2 =5/3
y3 =10

Resolvendo agora o sistema triangular superior temos

Ux =y
ou
3 2 4 1 1
0 1/3 2/3 x9 | = | 5/3
0 0 —4 x3 0

com a retrosubstituicao, obtemos

:E1:—3
:E2:5
:E3:0

. Dada a matriz A abaixo

Il
N W
_ = =
—_ W O

Ache a fatoracao LR de A usando pivoteamento parcial. A seguir, com a fatoracao encontrada

resolva o sistema Ax = b onde

Solucgao:

O elemento na diagonal da matriz é o maior da primeira coluna, logo nao é necessario uma troca

de linhas de escolha de pivo’s.

N W
— = =

6
3| ) < Gi) —2/3()
1) (i) « (i) —1/3()
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logo,
3 1 6 1 00 3 1 6
Al=|0 1/3 -1 e L=]|2/3 10 e R=|0 1/3 -1
0 2/3 -1 1/3 7 1 0o 7 ?

assim temos que trocar a segunda e terceiras linhas de

3 1 6 1 00 3 1 6
A"=10 2/3 -1 e L=|1/310 e R=|0 2/3 -1
0 1/3 —1 2/3 7 1 o ? 2
3 1 6
0 2/3 —1
0 1/3 —1 ) (iii) « (i) —1/2(ii)
entao
3 1 6 1 0 0 3 1 6
A"=10 2/3 -1 e L=]1/3 1 0 e R=|0 2/3 -1
0 0 —1/2 2/3 1/2 1 0 0 —1/2

Para utilizar a fatoracao acima na resolucao do sistema, precisamos considerar as trocas de
linhas efetuadas na matriz e realiza-las também no segundo membro. Como trocamos a segunda

e terceira linhas da matriz, devemos trocar a segunda e terceira linhas do segundo membro. Logo

2
=14

7
LRx =1V

Chamando Rx = y, temos

Ly =1V
ou
1 0 0 n 2
1/3 1 0 Y2 =
2/3 1/2 1 Y3 7

que resulta em

Y1 =2
y2:10/3
y3 =4
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Resolvendo agora o sistema triangular superior temos

Rx =1y
ou
3 1 6 1 2
0 2/3 -1 x9 | =] 10/3
0 0 -—1/2 T3 4

com a retrosubstituicao, obtemos

:E1:19
:E2:—7
:E3:—8

. Suponha que desejamos resolver dois sistemas lineares que sao idénticos exceto pelos segundos
membros. Entre a Eliminacao de Gauss e a Fatoracao LU qual método vocé escolheria? Por

qué?

Usando o método escolhido por voceé resolva os dois sistemas abaixo.

201 + 1y + x3 = 4

41 + 4x9 + 3z3 = 11

6x1 + Txo + 4dx3 = 17
€

2c1 + 2 4+ x3 = 1

41 + 4x9 + 3x3 = 1

6x1 + Txo + 4dxz3 = 1
Solucgao:

Claramente escolheria a Fatoracao LU, visto que podemos resolver facilmente qualquer sistema

no qual conhecemos sua fatoracao.

Com o processo de eliminacao de Gauss, temos

B~ N
[—
w =

(i) « (ii)) —4/2(1)
7 4 ) (i) « (@) —6/2(3)

SN
—_

—_

(i) « (i) —4/2(ii)



2 1 1
0 2 1
0 0 -1
Logo
1 00
L=]1210 e U =
3 2 1

Para resolver os sistemas ......
LUx =0b

Chamando Uz = y, temos
Ly=05>

ou para b = (4,11,17)

1 00| [w 4
2 10| |wp|=]11
32 11 ys 17

que resulta em

=4
Yo =3
yz =—1

Resolvendo agora o sistema triangular superior temos

Ux =y
ou
2 1 1 1 4
0 2 1 X9 = 3
0 0 -1 T3 -1

com a retrosubstituicao, obtemos

:L'1:1
:L'2:1

:L'3:1

59
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eparab=(1,1,1)
Loo]fn] 1]
)Tl

que resulta em

=1
Yo = —1
y3 =10

Resolvendo agora o sistema triangular superior temos

Ux =y
ou
2 1 1 1 1
0 2 1 o | = | —1
0 0 —1 x3 0

com a retrosubstituicao, obtemos

:E1:3/4
:E2:—1/2
:E3:0

6. Seja a estrutura de treligas abaixo

Calcular os esforcos nas barras da estrutura sabendo que cada uma possue comprimento L = 1 m,

F =1000 N. Use o método da Eliminacao de Gauss para resolver o sistema linear resultante.
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7. Uma maneira de se calcular a inversa de uma matriz A (n X n) é resolver os n sistemas lineares

abaixo,

Ar=¢ 1=1,2,---,n
onde e; sao os vetores da base candnica, isto é, e; = (1,0,0,---,0), e = (0,1,0,---,0), e3 =
(0,0,1,---,0), --+--- , en = (0,0,---,0,1). As colunas de A~! sdo os vetores solugoes desses

sistemas. Entre a Eliminacao de Gauss e a Fatoracao LU qual método vocé escolheria? Por

qué?

Usando o método escolhido por vocé ache a inversa da matriz abaixo.

4 -1 0
A=1] -1 4 -1
0 -1 4

Solucgao:
Obviamente escolheridamos a fatoracao LR da matriz A visto que temos que resolver varios
sistemas lineares em a matriz dos coeficientes é fixa, s6 havendo modificagoes nos segundos

membros.

Fatoracao LR de A

4 -1 0
14 21| ) o« () —(=1)/@))
0 1 4) @) « @) —(0)/(4)3)

Obtemos
4 -1 0
0 15/4 -1
0o -1 4
Logo,
1 0 0 4 -1 0
—L=| -1/4 1 0 e R=| 0 15/4 -1
0 x 1 0 0 *

Continuando a Fatoracao

4 -1 0
0 15/4 —1
0 -1 4 ) (i) « (i) —(—1)/(15/4)(i)
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4 -1 0
0 15/4 -1
0 0 56/15
Logo,
1 0 0 4 -1 0
= L=| -1/4 1 0 e R=|0 15/4 -1
0 —4/15 1 0 0 56/15

Usaremos agora a fatoragdo LR para resolver os sistemas lineares.

Em todos os casos resolveremos os seguintes sistemas
Ax =0
LRx =b
L(Rx) =b
L(y)=»b

resolvendo-se este sistema triangular inferior obtemos o vetor y e a seguir podemos resolver o

seguinte sistema linear triangular superior
Rx =1y

Para o primeiro sistema

Ax = e;
onde
€] = (17070)
temos:
1 0 0 Y1 1 Y1 1
—1/4 1 0 Y2 = 0 — Y2 = 1/4
0 —4/15 1 Y3 0 Y3 1/15
e
4 -1 0 1 1 1 15/56
0 15/4 -1 T9 = 1/4 - T9 = 1/14

0 0 56/15 3 1/15 3 1/56
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Para o segundo sistema

Ax = ey
onde
€ = (07 17 0)
temos:
1 0 0 Y1 0 U1 0
—1/4 1 0 vy | =1 1 = | o = 1
0 —4/15 1 Y3 0 Y3 4/15
e
4 -1 0 I 0 I 1/14
0 15/4 -1 To = 1 = | x5 | = 2/7
0 0 56/15 T3 4/15 T3 1/14

Para o terceiro sistema

Ax =e3
onde
€3 = (07 07 1)
temos:
1 0 0 1 0 Y1
0 —4/15 1 Y3 1 Y3
e
4 -1 0 T 0 T 1/56
0 15/4 -1 zo | =1 O = | z9 | = 1/14
0 0 56/15 T3 1 T3 15/56

Finalmente temos

15/56 1/14 1/56
Al =1 1/14 2/7 1/14
1/56 1/14 15/56



8. Resolva os sistemas

Ax =1y,

Ax = yy

usando a fatoracao LU de A, onde:

Yy, =

Yo =

12
15
20

-1 0
4 -1
-1 4

64

9. Calcule o determinante da matriz de coeficientes do sistema linear abaixo e o resolva por Elim-

inacao de Gauss.

2

I

I

—3:L'1

Solucgao:

I

=N O N

= O NN

_|_

20 +
4y —
8ro +
29 —

3x3
5T3
8x3
6x3

T4 = 5
T4 = —8
Ty = 14
4:L'4 = 1
(i) i) - (2)/(=D

Trocando a (ii)

e (iii) linhas

(i) « (i) — 0/2(ii)
(iv) — (iv) — 4/2(ii)
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11.
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-12 3 1| 5
02 -1 —2 | -1
00 1 1| 2
00 -1 9 | (iv) — (iv) — (=1)/1(iii)
-12 3 1 | 5
0 2 -1 -2 | -1
0 0 1] 2
0 0 10 | 10

Com a retrosubstituicao obtemos:
r1=1; z9=1; x3=1; x4=1

O determinante da matriz serd entao o produto dos elementos da diagonal multiplicado por (—1)

elevado ao nimero de trocas de linhas efetuadas, portanto:
det A= (—1)" x (=1) x (2) x (1) x (10) =20

Considere o sistema linear:

2 -1 0 0w 19
-1 2 -1 0| |w| | 19
0 -1 2 -1 us | | -3
0 0 -1 2| | w ~12

a) Calcule a solucao por Eliminacao de Gauss;
b) Calcule os vetores u®) | k < 10, obtidos pelos Métodos Iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel, e

relaxacao para w =1,1;1,2;1,3;...;1,9. Use como estimativa inicial o vetor nulo.

Considere o sistema linear:

3 2 0 1]||m 3
9 8 -3 4| |a| 6
6 4 -8 0 z3 | | —16
3 -8 3 —4|| a 18

Resolva este sistema utilizando a fatoragao LU com pivoteamento parcial.
Solucao:

Vamos calcular a fatoracado PA = LU. As trocas de linhas efetuadas na matriz serao ar-
mazenadas em um vetor t ao invés de utilizarmos matrizes de permutacao. Inicialmente, este

vetor terd a seguinte configuracao:

= W NN
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a cada troca de linhas permutaremos as linhas de ¢ de forma idéntica.

9 8 -3 4
-6 4 -8 0
3 -8 3 4

Com a estratégia de pivoteamento parcial temos que troca a primeira e segunda linhas da matriz,

logo

[9 8 -3 4]
3 2 0 1
6 4 -8 0
3 -8 3 —4

e o vetor t de trocas passard a

=~ W =N

Podemos agora fatorar a matriz

9 8 -3 4

32 0 1| (i) «— @) — (3)/9) (i) — lo1=3/9
-6 4 -8 0 iii) «— (1it) — (=6)/(9) (i) — 31 =-6/9

3 -8 3 —4 (iv) «— (@Gv) — 3)/(9) () — li1=3/9

que resulta em

8 -3 4
—-6/9 1 —3/9
84/9 —10  24/9

~96/9 4 —48/9

o O O ©

Novamente devemos permutar a segunda e a quarta linha de forma que o pivo seja o elemento

com maior valor absoluto na coluna, logo

8 -3 4
~96/9 4 —48/9
84/9 —10  24/9
—-6/9 1 —3/9

o O O ©
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e o vetor t de trocas passard a

— W e N

Fatorando, temos

9 8 -3 4

0 —96/9 4 —48/9

0 84/9 —10 24/9 | (iii) —— (iid) — (84/9)/(—=96/9) (ii) — l3o=—T7/8
0 —6/9 1 =3/9 ] (iv) «— (i) — (~6/9)/(~96/9) (i) — l=1/16

Assim

[ 9 8 -3 4 ]

0 —96/9 4 —48/9

0 0 —-13/2 -2

0 0 3/4 0|

Na préxima etapa da fatoracao nao hé necessidade de trocas de linhas logo

9 8 -3 4
0 —96/9 4 —48/9
0 0 —13/2 —2
0 0 3/4 0] (i) « (i) — (3/4)/(=13/2) (iii) — liz=—3/26

Temos enfim

9 8 -3 4 1 0 00
0 —32 4 -1 1 1

U /3 6/3 . I /3 00
0 0 —13/2 —2 —2/3 —17/8 10
0 0 0 —3/13 1/3 1/16 —3/26 1

Como a forma final do vetor de trocas é:

— W e N

antes de efetuarmos a resolugao do sistema devemos realizar as trocas nas linhas do segundo

membro, conseqiientemente

3 6

1

b= 0 — b= Pb= i
—16 —16
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Resolvendo o sistema triangular inferior obtemos,

1 0 00| 6
1/3 1 00| ]2]| | 18
—2/3 —17/8 1 02| | —16
1/3 1/16 —3/26 1 || 2z 3
ou
6
16
z =
2
3/13

Resolvendo agora o sistema triangular superior

9 8 -3 4] ] 6

oo |0 323 4 —16/3 | [ a2 | _| 16
0 0 —13/2 —2 || =3 2
0 0 0 —3/13 | | a4 3/13

que fornece

a) Usando o critério de Sassenfeld, verifique para quais valores positivos de k se tem garantia
de que o método de Gauss-Seidel vai gerar uma sequéncia convergente para a solucao do

sistema,

kxi + 3z + 3 =
kxi + 6z2 + 3 =
r1 + 6xy + Txz =
b) Escolha o menor inteiro positivo maior que k e faga duas iteragoes do método de Gauss-Seidel.

Solucgao:



69

a) Pelo critério de Sassenfeld temos que para

:|a12|—|—|a13|—|-|a14|—|—...—|—|a1n|

B

| a1 |
ﬁ2:ﬁ1|a21|+|a23|+|a24|+---+|a2n|

| ass |
ﬁ?):ﬁl|a31|+ﬁz|a32|+|a34|+---+|a3n|

| ass |
ﬁ4:ﬁ1|a41|+ﬁ2|a42|+53|a43|+|a45|+---+|a4n|

| aua |

ﬁn:ﬁﬂam|+ﬁz|an2|+ﬁs|an3|+---+ﬁn—1Ian—Ln

| ann |
Se

= max 3; <1
f= nax Bi
entao o Método de Gauss-Seidel converge para a solucao do sistema.
Logo, nesse exercicio temos:

341 4

— =—<l=k>14

b1 k < >
k‘%—i—l 5 ) .

B2 6 6<
4 5
17 +6F 445k
k 6

P 7 T o

Logo k > 4.

b) Usando k = 5 teremos:

51 + 3x9 + x5
ox1 + 6x2 4+ x3 =
r1 + 6xo 4+ Tz =

Método de Gauss-Seidel, temos:

i+1 1 i i
:cﬁ* ) — 5 (1 —3:c§) —:L'g))

@) _ Lo oG ()
Ty =% (2 oI T3 )

it+1 1 it+1 it+1
$§+):?(3_$§+)_6$g+))
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Efetuando as iteracoes temos:

0 0, 200000000
20 = | o (1) = 0,166666667 | ceeeeeees
0 0,257142858

13. Compare as solugoes dos sistemas lineares

a)

xr1 — ro = 1
r1 — 1,00001lze = O

rT — ro =
r1 — 0,99999z, = 0
O que aconteceu e por qué?

Solucgao:

a)

1 ~1 |1
1 —1,00001 | 0 ) (i) « (i) —1/1(i)

1 ~1 |1
0 —0,00001 | —1

2 = 100000
1 = 100001

1 -1 |1
1 -0,99999 | 0 ) (i) < (i) —1/1(i)
1 -1 ] 1
0 0,00001 | —1

2 = —100000
1 = —99999

As solucoes sao bastantes diferentes, embora os coeficientes do sistema sejam quase idénticos.
Esta instabilidade é ficil de interpretar. Cada sistema linear pode ser visto como a determinacgao
da intersecao entre duas retas quase paralelas. Naturalmente uma pequena variacao de uma das

retas pode mudar significativamente a intersecao entre elas.
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14. Reorganize o sistema

r1 + 10y = 2
ro + 10x4 = 10
10z1 — z3 = 10
23 — ry = 19

de forma que sempre convirja o método de Jacobi.
Faca duas iteragoes a partir de 1 = x9 = 3 = x4 = 0. Use como tolerancia ¢ = 0, 01.
Solucgao:

Para termos certeza que o Método de Jacobi converge, temos que reorganizar o sistema de forma

que sua matriz se torne diagonal dominante (se for possivel).

110 0 0|z 2
0 1 0 10| |2 | |10
10 0 -1 0 zs | | 10
0 0 2 -1 T4 19

Trocando linhas do sistema, podemos obter

10 0 -1 0| = 10
110 0 02| | 2
0 0 2 -1 zs | | 19
0 1 0 10| aa 10

Que ¢é diagonal dominante, logo, certamente, o Método de Jacobi convergira:

Método de Jacobi:

o0 = L (104 o)

$gi+1) _ 11_0 (2 _ :Egz))

o0 = 1 (19-4.0)

ot = L (10— o)

Efetuando as iteracoes temos:

0 1,0 1,95

RONN 0= |02 L2 | W0
0 9,5 10,00
0 1,0 0,90
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15. Repita o exercicio acima para o Método de Gauss-Seidel.

Método de Gauss-Seidel:

o0 = L (104 4f9)

$gi+1) _ 11_0 (2 B $§i+1))

A0 = 1 (1944

N |

ZLQ(;HI) _ 11_0 (10 _ $§i+1))

Efetuando as iteracoes temos:

0 1 39,20

O I O I N o E
0 19/2 199,20
0 9/10 161,/200

16. Verifique se a matriz do sistema abaixo satisfaz o critério de Sassenfeld. Faca trés iteracoes do

método de Gauss-Seidel.

5 2 2 I 9
2 5 3 o | = | 10
2 35 3 10

17. Dado o sistema linear abaixo:

10 1 1 1 12
1 10 1 zo | = | 12
1 1 10 3 12

a) Verifique se o Critério de Sassenfeld é satisfeito.

b) Resolva por Gauss-Seidel se possivel
Solucao:

a)



|a12|—|—|a13| 1+1 1
b | a1 | 10 5

1
_Bilan[+]as| 5+l 6

<1
b2 | ags | 10 50
1 6
ﬁgzﬁl|a31|+ﬁz|a32|:51+W1:i<1
|a33| 10 125

Entao, o critério é satisfeito

b)

Método de Gauss-Seidel:

i+1 1 % %
i+1 1 i+1 %

i+1 1 i+1 i+1
$§+):E{12_$§+)_$g+)}

logo
2V = i{12—:13(0) —:L'(O)} = i{12—0—0} — 2V =1,2
T 2 3 10 ! ’
25 = i{m—x(” — 2} = L2-12-0) =) =108
2 10 1 3 10 Y 2 Y
=L {122V - 2{V} = Lo 191,08y = 2
3710 ! 2 10 ’ ’ 3
1,2
M =] 1,08
0,972
1,2 0 1,2
Iz — 2Pl =1 | 1,08 | =| 0 |llw=1] 1,08 |[oc=1,2>¢

0,972 0 0,972

= 0,972

73
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1 1
o) = {12 e — 2V} = (121,080,972} = af* = 0,9948

1 1
ay = o5 {12 -2l —of} = - {12-0,9948 - 0,072) — 2 = 1,00

1 1
a5 = {122 —af’} = 5 {12 -0,0048 - 1,00} = 25" = 0,9025

0,9948
z® =| 1,00
0,9925
0,9948 1,2 —0,2
2@ —2zW|o=1 1,00 | =| 1,08 |[lca=1| —0,08 ||loc=0,2>¢
0,9925 0,972 0,02

3 1 2 2 1 3
A):16@2—A)—my}:16ﬂ2—L004L%%}:¢A):Loo

1 1
vy = {12 el —af’} = 5 {12 -1,0-0,9925) = & = 1,00

1 1
vy = {12 —ay’} = 5 (121,00 1,00} = 2 = 1,00

1,00
z® =1 1,00
1,00
1,00 0,9948 0, 0052
|2 —2@loo = ||| 1,00 | = | 1,00 |fee=1]| 0,00 |loc=0,0075<e¢
1,00 0,9925 0,0075

18. Seja o diagrama de um circuito

A corrente entre dois nds p e ¢ de uma rede elétrica é

-V,
Ipg = V;anq 1
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onde V), e V, sao respectivamente as voltagens em p e g, e R, ¢ a resisténcia entre p e g. A soma

das correntes que chegam a cada né é nula.

Calcular as voltagens em cada né do circuito.

19. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares:

21 4+ x9 + 3x3 1
— X9 + x3 = 2
Il + 3£L'3 = 3

(a) Reescreva o sistema de modo que o critério de Sassenfeld seja satisfeito.

(b) A seguir ache a solucao do sistema pelo método de Gauss-Seidel, use como tolerancia
e = 0.05. (Caso o numero de iteragoes necessarias para a convergéncia seja maior que

trés,efetue somente trés iteragoes)
Solucao:

(a) Se permutamos a primeira e terceira linhas e a primeira e terceiras colunas, obtemos

3x3 + x = 3
T3 — T2 = 2
3r3 + x99 + 221 = 1
ou
3 01 T3
1 -1 0 T2 | =
3 1 2 T
Assim o critério de Sassenfeld torna-se satisfeito como visto a seguir:
larz [+ ]as| _[O]+]1] 1
N Py R TR
g Bilan |+ lan] _(/3)]1+]0] _1_
| g2 | | -1 3
ﬁgzﬁl|a31|+ﬁz|a32| :(1/3)|3|+(1/3)|1|:§:2<1
| ass | | 2] 6 3

(b) Usando como aproximacao inicial o vetor nulo x(®) = (:L"éo), :Ego), xﬁo)) = (0,0,0), temos os

seguintes resultados:

Iteracao T3 To T

1 1.000000000000000 —1.0000000000000000 —0.500000000000000
1.166666666666667 —0.8333333333333333 —0.833333333333333
1.277777777T7TTT8  —0.7222222222222221  —1.055555555555556
1.351851851851852 —0.6481481481481481 —1.203703703703704
1.401234567901235 —0.5987654320987652 —1.302469135802470
1.434156378600823 —0.5658436213991767 —1.368312757201647
1.456104252400549 —0.5438957475994510 —1.412208504801098

N O Tt s W N
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20. Resolva o sistema linear abaixo pelo método de Gauss-Seidel, continuando o processo iterativo
até que a diferenca maxima entre os valores sucessivos de z, y e z seja menor que 0,02. Isto

significa que a solucao aproximada estd a uma distancia menor que 0,02 da solucao exata?

10z + 2y + 6z = 28

z 4+ 10y + 9z = 7

20 — Ty — 10z = -—17
Solucgao:

Usaremos como estimativa inicial, o =0, yg =0 e 29 = 0.

Resultado das Aproximagoes

Iteracao T Y z

1 2.800000000000000  0.420000000000000  1.966000000000000

2 1.536400000000000 —1.223040000000000 2.863408000000000
3 1.326563200000000 —2.009723520000000 3.372119104000000
4 1.178673241600000 —2.452774517760000 3.652676810752001
5 1.098948817100800 —2.697304011386881 3.807902571390977
6 1.054719259442790 —2.832584240196158 3.893752820025868
7 1.030265156023711 —2.907404053625652 3.941235868742699
8 1.016739289479511 —2.948786210816380 3.967498205467368
9 1.009258318882855 —2.971674216808917 3.982023615542813
10 1.005120674036096 —2.984333321392141 3.990057459781718

21. Escreva um procedimento computacional, em pseudocddigo ou usando alguma linguagem de
programagcao, para transformar uma matriz quadrada em uma matriz triangular superior usando
o processo de Eliminagao de Gauss (Isto é, nao considere as operagdes sobre o segundo membro

nem a retrossubstituigao).

22. Mostre que o nimero de operacoes aritméticas necessarias para se triangularizar uma matriz
quadrada pelo Processo de Eliminacao de Gauss é aproximadamente n3/3 operacoes, sendo n a
ordem da matriz.

Solucao:

Custo da Eliminagao Gaussiana
Quantas operacgoes aritméticas sao mecessdarias para se resolver um sistema de n equacoes e n
incégnitas?
Vejamos em primeiro lugar somente as operagoes na matriz (ignoraremos operagoes no segundo
membro).

Essas operagoes sao de dois tipos.

Uma operacao ¢é a divisao pelo pivo, para encontrar o multiplo da linha pivotal que devera ser

subtraido. E a seguir, efetuamos realmente essa subtracao.
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Consideremos cada divisao e cada multiplicacao—subtracao uma tnica operacao.

No inicio, quando a primeira equacao tem n elementos na matriz, sao necessarias n operagoes para
cada zero(0) obtido na primeira coluna de cada linha ( 1 operacao para determinarmos o miltiplo
(divisao) e n — 1 para os outros elementos da linha fatorada (multiplicagbes e subtragoes)).
Existem n — 1 linhas abaixo da primeira linha, assim a primeira etapa da eliminacao necessita de

2 — n operacoes (outra abordagem é a seguinte: todos os n? elementos precisam ser

2

nn—1)=n
modificados, menos os n elementos da primeira linha — n* — n). Agora, observe que as etapas
seguintes sao mais "rapidas®, porque as equagoes se tornam progressivamente menores. Quando
a eliminacdo é feita em k equacdes (k < n), somente k? — k operacdes sdo necesséarias para zerar

a coluna abaixo do pivo (pela mesma razao usada na primeira linha).

Juntas, o niimero de operacdes na matriz é a soma de k% — k operacoes para k variando de 1 até

n. Isto é,
n n n
N k=Y kK-> k=
k=1 k=1 k=1
+1)(@2n+1) nn+1) nP-n nd
(12424 4nd) - (1424 4= - - ~
(1F+2°+...+n°)—(1+2+4...4+n) G 5 3 3
Observagao:

Se 0 n é muito grande, uma estimativa do niimero de operacoes é %n?’.

No segundo membro na primeira etapa temos n— 1 operagoes (uma multiplicagdo—subtragao para
cada elemento do segundo membro). Na segunda etapa como temos um sistema (n—1) x (n—1),
serao necessarias n— 2 operacoes, e assim por diante. Logo, somando todas as operagoes, teremos

(mn=1)((n—1)+1) n(n-1)

m—-1)+n-2)+...+24+1=142+...+(n—1) = 5 = 5 =

Observagao:

Se o n é muito grande, uma estimativa do nimero de operagoes no segundo membro é %nz.

A retro-substituicao é bem mais ”rapida“.
A ultima incégnita (z,) é determinada com somente uma operagao (uma divisao). A pentltima
incognita requer 2 operagoes (uma subtracao—multiplicagdo e uma divisdo) e assim por diante.
Logo o niimero total de operacoes para a retrosubstituicao é

nn+1) n’+n n?

+ 2+ +n 5 5 5

Somando todas as operacoes efetuadas, temos:
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Observagao:

Novamente, podemos dizer, se n for muito grande que o nimero de operacoes necessarios para

se resolver um sistema por Eliminagao de Gauss é %n?’.

Seja a placa mostrada na figura abaixo, os lados AC e BD sdo mantidos & temperatura de 20°C,
o lado AB, a 40°C e CD a 10°C. Para determinar as temperaturas 1; dos pontos interiores da
placa, pode-se supor que a temperatura em cada ponto é igual a média aritmética dos quatros

pontos contiguos. Por exemplo:

T3+ Ty + T +Ts

T
7 4

As relagoes desse tipo permitem formar um sistema de 4 equacgoes e 4 incégnitas, envolvendo
as temperaturas dos pontos interiores da placa. Monte o sistema de equagoes acima citado e

determine Ty, 17, T19 e T11 usando o método de eliminacao de Gauss.

Solucgao:

Para o ponto 7 temos:

T3+ T3+ T +Tp

1% 1

Para o ponto 11 temos:

T; 4+ Tyo + Ths + Tho
4

T =

Para o ponto 6 temos:

T+ T7+ Ty +Ts
N 4

Ts

Para o ponto 10 temos:

T+ T +Tia+ Ty
4

T =

mas

Ty =T3 =Ty =T15=20



Ty =Ti9 =40

Ts = Ty = 10

Substituindo nas equagoes acimas:

4T7 =T34+ Tg+T11 + 1 = 20+ 40 + 111 + T

4Ty = Tr + Tho + Tis + Tho = Tr + 40 + 20 + Ty

4T6:T2+T7—|—T10—|—T5:20+T7+T10—|—10

ATvw=Ts+T11 + T+ Ty =T+ T11 +20+ 10

ou
417¢ — T — Ty = 30
AT, — Ty — Ts = 60
ATy — Ts — Ty = 30
4T — T — Ty = 60
ou ainda
ATs — Ty — T — 30
=T + 4T% — Ti1 = 60
—Ts + 4T9 — T = 30
- T7 — Ty + 41711 = 60

Como uma matriz aumentada

[ 4 -1 -1 0| 30]
1 4 0 -1 | 60
1 0 4 -1 | 30
0 -1 -1 4 | 60
[ 4 -1 -1 0| 30]
14 0 -1 | 60| (i) — (i) —(=1)/4()
-1 4 -1 | 30| (i) « (i) —(=1)/4()
0 —1 —1 4 | 60] (iv) « (iv)
4 -1 -1 0| 30
0 15/4 —1/4 —1 | 270/4
0 —1/4 15/4 —1 | 150/4 | (iii) — (i) —(—1/4)/(15/4)(ii)
0 1 -1 4|60 | (v) « (iv)  —(-1)/(15/4)(ii)
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4 -1 -1 0o | 30

0 15/4 —1/4 -1 | 270/4

0 0 224/60 —16/15 | 2520/60
|

0 0 —16/15 56/15

1170/15 | (iv) « (iv) —(—16/15)/(224/60)(iii)

4 -1 -1 0 | 30
0 15/4 —1/4 -1 | 270/4
0 0 224/60 —16/15 | 2520/60
0 0 0 24/7 | 90

Com a retrosubstituicao

24. Considere o seguinte sistema de equacgoes lineares:

1 + 10y = 2
ro + 10x4 = 10
10z1 — z3 = 10
2rx3 — zy = 19

(a) Determine a matriz ampliada do sistema.

(b) Resolva o sistema pelo Método de Gauss, sem pivoteamento, definindo todas as operagoes

elementares utilizadas na triangularizagao.
(c) Determine a fatoragdo LU da matriz dos coeficientes do sistema.

(d) Determine o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, usando a fatoragao LU

desta matriz.

25. Considere o seguinte sistema de equacoes lineares:

r1 + 10y = 2
ro + 10x4 = 10
10z1 — z3 = 10
23 — ry = 19

(a) Coloque o sistema acima em uma forma tal que seja possivel garantir a convergéncia dos
métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel.

(b) Escreva a expressao para o valor de :Eg»H—l) da j-ésima incégnita, 1 < j < 4, numa iteragao

(i 4+ 1) obtida pelos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel.

(c) Quais os critérios de parada que vocé usaria na resolugao desse sistema pelos métodos de
Jacobi e de Gauss-Seidel?

(d) Faga duas iteracoes do Método de Jacobi, usando iﬂgo) = :Ego) = :Eéo) = :L"flo) = 0 (trabalhe

com trés digitos decimais).

26. Responda as seguintes questoes, justificando integralmente suas respostas.
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(a) Se o Método da Eliminagao de Gauss com pivoteamento parcial fosse usado para resolver um

sistema linear, como seria calculado o determinante da matriz de coeficientes do sistema?

(b) Diga quais as diferencas entre os métodos diretos e os métodos iterativos para a solugao de

sistemas lineares.Quando devemos usar os métodos iterativos?

(¢) Tanto nos métodos diretos quanto nos métodos iterativos para a resolucao de sistemas
lineares existem erros de arredondamento, ambos associados a precisao da maquina. Em

quais métodos os erros de arredondamento sao irrelevantes?
(d) Para que serve o pivoteamento parcial ou total no processo de Eliminagao de Gauss?

(e) Dado um sistema linear Ax = b, se a matriz A nao satisfaz o critério de Sassenfeld, o que

podemos dizer sobre a utilizacdo do método de Gauss-Seidel para resolver esse sistema?

(f) Se o determinante de uma matriz A é diferente de zero podemos garantir que A tem

fatoracao LU? Comente sua resposta.

(g) Quando devemos usar um método iterativo ao invés de um método direto na resolugao de

um sistema linear?

(h) No problema de resolver um sistema linear, podemos analizar o condicionamento da matriz
de coeficientes do sistema. O que nos diz o estado desse condiconamento? O que é o niimero
de condi¢ao da matriz do sistema (Cond(A) ou x(A)).

(i) Quando podemos usar a fatoragdo de Cholesky para resolver um sistema linear?
27. Comente, confirmando ou contestando, as seguintes afirmacoes:

(a) Custo computacional da eliminacio gaussiana é proporcional a n* para sistemas n x n.

(b) Método de Jacobi converge sempre (condigao suficiente) que a diagonal for maior que 1 (em

médulo) em todas as linhas.



Chapter 3

Zeros de Funcoes

3.1 Introducao

Equacoes nao-lineares sao aquelas que contém poténcias ou fungoes trancendentais da varidvel inde-
pendente. Tais equagoOes surgem freqiientemente em engenharia, fisica ou quimica. Nosso objetivo é
encontrar os zeros de uma dada funcao f(x) que é achar os pontos x tais que f(z) = 0. Graficamente

temos,

Por exemplo, determinar os zeros de um polinémio (ou raizes do polinémio),
n

p(:n):ao—l—a1:1:—|—a2:132—|—-~—|—an:n

é um problema, classico.
FExemplo:
23— 422 +82—-2=0
e* —cosz =0

Obter os zeros de uma funcao qualquer analiticamente é muito dificil ou impossivel. Por isso,

devemos tentar encontrar apenas aproximacoes para esses Zeros.
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A idéia geral dos métodos numéricos que estudaremos é obter, a partir de uma aproximacgao
inicial para um zero, uma seqiiéncia de melhores aproximagoes através de um processo iterativo. Isto

é,

$0—)$1_)$2_)$3_) ...... — X
ou

limx; =%

1—00

Todos os métodos que apresentaremos sao iterativos.
Um método iterativo consiste de uma seqiiéncia de instrucoes que sao repetidas em ciclos.
A execucao de um ciclo chama-se iteracao. Cada iteracao utiliza resultados das iteragoes ante-

riores.

Tog—> L1 — X —> X3 —> Ty —> —

aproximacoes zero

Surgem algumas questoes:
1. Como encontrar uma aproximacao inicial?
2. Como interromper a geracao de novas aproximacoes?
3. Como gerar as novas aproximagoes?

4. Quao rapidamente a seqiiéncia se aproxima do limite?

Isolamento dos zeros - Aproximacao inicial

Veremos mais adiante que diferentemente dos métodos iterativos para sistemas lineares a aproximacgao
inicial pode ser importante para a convergéncia.
A melhor maneira de se isolar um determinado zero de uma funcao é construir seu grafico.

Exemplo:

Entretanto construir o grafico de uma funcao pode ser muito dificil, tanto quanto resolver um

problema de zeros de fungoes. Nesse caso, podemos utilizar o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1 Seja f(x) uma fungao continua em um intervalo [a,b]. Se f(a)- f(b) < 0 entdo existe

pelo menos um ponto entre a e b que € zero de f(x).
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E entdo podemos construir uma tabela de pontos com os valores da funcéo e verificar onde
existam trocas de sinal da funcao.
FExemplo:

Seja a funcio f(x) = 23 — 9z + 3, entdo:

T —100 —10 -5 -3 -1 0 1 2 3 4
f(z) | —999097 —907 —77 3 11 3 -5 -7 3 11
sinal - - -+ + + - - + +

Pode-se entao afirmar que existem zeros nos seguintes intervalos: (=5, —3); (0,1); (2, 3).

Conhecendo-se onde se encontram aproximadamente os zeros da funcao parte-se, entao, para
a melhoria da aproximacao do zero, para isto apresentaremos diferentes métodos numeéricos para
obtencao de zeros de fungoes. Observe que a técnica acima nao nos dé uma estimativa inicial para as

raizes complexas de uma fungao.

Critério de Parada

Quando parar o processo iterativo? — Critério de Parada.
Uma maneira de determinar se a seqiiéncia gerada pelo método iterativo esta convergindo é
verificar se a diferenca entre a aproximacao e o valor exato do zero estd diminuindo. Seja x; o valor

aproximado obtido na iteracao ¢ e T o valor exato do zero, podemos verificar se
|z —Z |<e

isto é, se a diferenga acima citada é menor que um valor pequeno (¢). Chamamos € de tolerancia de
parada ou simplesmente tolerancia.

Entretanto, como nao conhecemos o valor exato do zero da fungao (queremos na verdade de-
terminar este valor), o teste acima nao pode ser efetuado. Substituimos o teste acima pelo seguinte

teste:
| Tit1 — g |< €

A diferenca agora é calculada entre duas aproximacoes sucessivas.
O critério empregando a diferenca relativa entre aproximacoes sucessivas também é usado, isto

é,

|!L"z'+1—33z'| <
|!Ez’+1|

Outro teste que também pode ser realizado é

| fi) |<e
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Porém, os dois testes nem sempre sao satisfeitos simultaneamente.

Métodos de Quebra

Nestes métodos a aproximacao do zero é obtida partindo-se de um intervalo inicial que contenha um

zero por divisoes sucessivas desse intervalo, como se houvesse uma quebra do intervalo em subintervalos.

3.2 Meétodo da Bissecgao

Seja [a, b] um intervalo que contenha um zero de uma fungao continua f(x), isto é, f(a) - f(b) < 0.

O objetivo do método é reduzir o tamanho do intervalo inicial que contém o zero até que seja
atingida uma precisao desejada. A reducao do intervalo é conseguida através da divisao sucessiva ao
meio do intervalo. O ponto que divide o intervalo em dois subintervalos, é,

a+b
2

A divisao do intervalo, define dois subintervalos, sendo que um contém o zero e o outro nao. Repetimos
0 mesmo processo sempre com o intervalo que contém o zero, como mostra a figura abaixo. O novo

intervalo que contém o zero sera aquele onde existe troca de sinal da funcao.

Exemplo:



f(x)=2%—-92+3 com I =[0,1] e e = 0.01
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+ + + - - R
| | | | | >
I I I I I =
0 0,25 0,3125 0,375 0,5
+ + + - R
I I I I >
0,3125 0,328125  0,3359375  0,34375
Iteragdo x = (a+0b)/2 f(zx) b—a | f(z) |

1 z1 = 0,5000000 —1,3750000000 0,5000000 1,3750000000

2 z9 = 0,2500000 0,7656250000 0,2500000 0,7656250000

3 z3 = 0,3750000 —0,3222652500 0,1250000 0,3222652500

4 z4 = 0,3125000 0,2180175780 0,0625000 0,2180175780

) rs = 0,3437500 —0,0531311035 0,0312500 0,0531311035

6 ze = 0,3281250 0,0822029114 0,0156250 0,0822029114

7 x7 = 0,3359375 0,0144743919 0,0078125 0,0144743919

logo & = 0,3359375 é uma boa aproximagao para um zero de f(x).

3.2.1 Estimativa do niimero de iteragoes

No método da bisseccao, se utilizarmos como critério de parada, o tamanho do intervalo, podemos

estimar a priori o nimero de iteracoes necessarias para satisfazer o critério de parada.

b Cbii—air 1bio—ai2  bio—ai2  1b3z—ai3
i i = D) - 2 92 -
2 2 2 2 2 2
_ bi—3 —a;—3 _ 1 bi—ga—ai _ bi—4 — a4 o _ by — ag
23 23 2 24 21
ou
by — a
b = 0 - 0

Como queremos que b; — a; < € podemos escrever

by — ag
o <€

20 > bo — ao
€

usando logaritmo temos

log(2%) > log (bo : ao)
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ilog(2) > log(by — ap) — log(e)
log(bo — ag) — log(e)
log(2)
No exemplo resolvido teriamos
log(1 —0) —log(0.01)
log(2)
Portanto serao necessarias 7 iteragoes.

= 6,64

Observagoes:

e O método da bisseccao sempre converge;
e As iteragoes sao facilmente realizadas;

e A convergéncia é muito lenta.

3.3 Meétodo da Falsa Posicao

Este também é um método de quebra. Seja [a,b] um intervalo que contenha um zero da funcao
continua f(z), isto é, f(a) - f(b) < 0.

Assim como no Método da Bissec¢ao o intervalo que contém um zero é dividido em dois subin-
tervalos, porém, esta divisao nao é mais feita pela média aritmética dos limites do intervalo. O
ponto divisor do intervalo nesse método é determinado pela média ponderada entre a e b com pesos
respectivamente iguais a | f(b) | e | f(a) |. Logo, este ponto é calculado pela expressao:

_al fB) |+ f@)] _a fb)=b f@
O I+ @] f(b) — fla)

O método consiste em gerar uma seqiiéncia de aproximagoes {x;} a partir de um intervalo inicial

que contenha um zero de f(z).

A figura abaixo mostra geometricamente como sao realizadas as iteragoes nesse método.

Exemplo:
f(z) =2 -9z + 3 com I = [0,1] e € =0,0005
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+ - - R
I HH I >
0 0,337635046 1
0,3386243389
0,375
Iteragdo x= = % f(x) | f(x) |
1 z1 = 0,375000000  —0,322265625 0,322265625
2 ro = 0,338624339  —0,008790100 0,008790100
3 x3 = 0,337635046  —0,000225880 0,000225880

logo & = 0,337635046 é uma boa aproximacao para um zero de f(z).

Observagoes:
e O método da falsa posicao sempre converge;

e A convergéncia é mais rapida que no método da bisseccao.

Métodos de Ponto Fixo

3.4 Meétodo Iterativo Linear

Nesse método partimos da equacgao
flz) =0

Reescrevemos a equacao acima da seguinte maneira
z = g(z)

e usamos g(z) como fungao de iteragao. Desta forma, a partir de uma aproximacao inicial x(, geramos

uma seqiiéncia de novas aproximacoes como mostrado abaixo,

Tit1 = g(x;)
x0
z1 = g(z0)
ry = g(z1)
r3 = g(x2)
z4 = g(z3)
Ti4+1 = g(l'z)

g(z) é chamada funcao de iteragao para f(x) = 0.



Por exemplo:

z—cosx =0

fle)=z —cosz =0
ou

T = CosSx

g(z) = cosz

A figura abaixo mostra graficamente um exemplo

Outro exemplo:

Seja a seguinte equacao:
2 _
24+ —-6=0

que pode ser reescrita como z = g(z) de maneiras diferentes

g(sv):g—l
6
g(:E)Z:E—I—l
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Entretanto, nem sempre o Método Iterativo Linear converge.
Ex:

2+2-6=0

g(z) =6 — 2% zo = 1.5; e = 0.0001

x1=g(xg) =6 — 22 =6—(1.5)>=3.75 —| 1 — 0 |= 2.25

zy=g(x)) =6— 22 =6 — (3.75)% = —8.0625 —| xp — 1 |= 11.8125

x3 = g(x3) = 6 — 23 = 6 — (—8.0625)? = —59.003906 —| z3 — =3 |= 50.941406

r4 = g(w3) = 6 — 22 = 6 — (—59.003906)* = —3475.4609 —| x4 — x3 |= 3416.456994

nao converge

Ex:

42 —-6=0
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g(z) = V6 — x; zo = 1.5; € = 0.0001

71 = g(m0) = V6 — 19 = 1/6 — (1.50000) = 2.12132 —| 21 — 70 |= 0.62132
29 = g(x1) = V6 — 1 = /6 — (2.12132) = 1.96944 —| x5 — 1 |= 0.15188
x3 = g(x2) = V6 — 23 = /6 — (1.96944) = 2.00763 —| x3 — 2 |= 0.03819
x4 = g(x3) = V6 — 23 = /6 — (2.00763) = 1.99809 —| 24 — 23 |= 0.00954
x5 = g(x4) = V6 — 24 = /6 — (1.99809) = 2.00048 —| x5 — 24 |= 0.00239
26 = g(x5) = V6 — 25 = /6 — (2.00048) = 1.99989 —| 26 — x5 |= 0.00059
z7 = g(z6) = V6 — 26 = 1/6 — (1.99989) = 2.00003 —| 27 — ¢ |= 0.00014

xg = g(x7) = V6 — x7 = /6 — (2.00003) = 1.99999 —| zg — 7 |= 0.00004

converge para 2
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Teorema 3.4.1 Seja T um zero de uma funcdo f(x) em um intervalo I e seja g(x) uma funcao de
iteracao para f(x) = 0. Entao o método iterativo linear converge se:
1. | ¢'(z) |< 1, para todo x pertencente ao intervalo I, e

2. xo também pertence ao intervalo I.

Observagao: Quanto menor for o valor de | ¢’(x) | mais rapidamente a seqiiéncia converge.

Nos exemplos:

g(z) =6 — 2% — ¢'(z) = -2z
|d@ﬂ<1—H%&xkl—a—4<2x<1—ﬁ_%<$<%_H1:(_;%>
mas
zo=15 e =2 ou x=-3
portanto

xo¢l e T¢I

e
1
g(z) = V-7 — ¢/(z) =~
24/6 — x
1g/(2) [<1 —| —— <1 — = < V6—3
T — ———= —_— = —r —
g N 2
1 1
—>Z<6—:E—>:E<6—Z:5.75—>I:(—OO,5.75)
mas
zo=15 e =2 ou x=-3
portanto

zo€l e T€eI
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3.5 Método de Newton-Raphson

Funcoes de iteracao podem ser obtidas sistematicamente da seguinte maneira. Se £ é o zero de uma
fungdo f: R — R, e se f é suficientemente diferencidvel em uma vizinhaga N (£) em torno do zero &

de f(z), entao expandindo a fungéo em série de Taylor em torno de zp € N (§) temos

— 2 _ e 0\k
(€ 2;30) f//(ZEO)+"'+%Jc(k)($o+ﬁ(§—$o))

sao desprezadas, chegamos a equagoes que expressam o ponto &

F(&) = 0= f(w0) + (£ — o) f'(z0) +

Se as maiores poténcias (£ — xg)”

aproximadamente em termos de um ponto dado g, por exemplo:

0= f(zo) + (£ — o) f'(w0)

(& — 20)?

o1 f"(zo)

0= f(mo) + (& — z0) f'(z0) +

que resultam, respectivamente

F_o f(@o)
$= f'(z0)
F oy f'(zo) £ V/(f'(20))? — 2f (o) f" (o)

f// (':UO)
as expressoes acima fornecem simplesmente valores proximos do zero desejado, mas elas foram deduzi-

das para fornecerem funcoes de iteracao. Dessa maneira, chega-se aos seguintes processos iterativos.

Tip1 = O(x;), b(z) =1z — f(z)

"(z "(2))2 — ) !z
Tit1 = i (z:), <I>i($):$—f( )i\/(f %f”)():n) 2f(z) f" ()

O primeiro é o classico método de Newton-Raphson. O segundo é uma extensao 6bvia do primeiro
(também chamado Método de Cauchy).

Graficamente temos a seguinte representacao

O método de Newton-Raphson é obtido linearizando-se f.
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Resumindo temos:

o J(@)
Tt = J'(x:)

No método de Newton-Raphson a nova aproximacao (x;41) é obtida a partir da reta tangente

a funcao usando-se a aproximacao anterior. A intersecao da reta tangente e o eixo x define a nova

aproximacao, como mostra a figura abaixo.

Observagoes:

(a) O método de Newton pode ser interpretado com uma tentativa de garantir a convergéncia do
método iterativo linear, para isso escolhe-se a funcao de iteragao de forma que ¢'(z) = 0.

Garantindo assim que | ¢’(x) |[< M < 1 e que a convergéncia serd mais rapida.

(b) Aproximagao Inicial e Convergéncia

Exemplo:
?+z-6=0
e
zo = 1.5; e =0.001
(z) f(zx) ??>+1r—-6 22+6
xTr)=xTr — = r — =
g 7(z) 2z +1  2z+1
logo

2 2
x5+ 6 1.5 46
x1 = g(zo) w1 21571 —| 21—z |

2 2
1 +6 2.06250° 46
m2 =9 = g T T 2 006250 1 1 |72~ |

23 +6 _ 2.000762 + 6
2r9+1  2-2.00076 + 1

T3 = g(z2) = = 2.00000 —| x3 — 29 |= 0.00076

converge para 2
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Outro Exemplo:
f(z) =23 —92 43

j& vimos que as raizes estao nos intervalos (—4, —3); (0,1); (2, 3)

_ fl=)
[ (i)

seja xg=1.5e e =2 x 1072, entdo

Tit+1 = &4

o = 1.50000000
r1 = —1.66666666
T2 = 18.38888888
z3 = 12.36601040
x4 = 8.40230675
r5 = 5.83533816
ze = 4.23387355
r7 = 3.32291026
g = 2.91733893
T9 = 2.82219167
T10 = 2.81692988

Note que neste exemplo o processo iterativo tende a divergir inicialmente. Isto se deve ao fato
de que f'(z1) = 0 (v/3 é raiz de f'(x)). Havendo neste ponto uma divisdo por um nimero préximo de

Z€ero.

3.6 Meétodo da Secante

Este método substitui a avaliacdo da derivada da funcao no ponto x; por uma aproximacao desta
derivada. Isto é,

f(!Ez) - f(lEi—l)

Ti — Tj—1

JHEDES

Substituindo-se a expressao acima na funcao de iteracao do método de Newton-Raphson, obtemos a
funcao de iteragcao para o Método da Secante.

oo = Fizl fxy) — @i - faiz)
i F(z) — F(wi)
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Nota-se claramente que para se obter x;,1 precisa-se de dois valores x;_1 e z;, portanto necessita-se

de duas estimativas iniciais para se iniciar o método. Graficamente temos

FExemplo:
42 -6=0
e
rg=1.5; 1 =17 e =0.01
logo
:E(]f(:El) - :Elf(:E(]) 1.5 (—1.41) —1.7- (—2.25)
To = = = 2.03571 —| 9 — 21 |= 0.33571
> = fla) — f(r0) (141~ (2.25) |22 = |
vy = DI @) 2@ f (@) ggpry 0 03707

f(z2) = f(21)

o xof(x3) — 23 f(22)
YT flas) — fla)

= 1.99999 —| x4 — 23 |= 0.00225

converge para 2

Observagoes: Pode divergir se f(z;) = f(zit1)
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Ordem de Convergéncia

Definicao 3.6.1 Seja uma seqiiéncia xg, T1, Ta, ... que converge para T. Seja

e; =| x; — & |. Se existir um nimero p > 1 e uma constante C' # 0 tal que

. €igl
lim —; =C
i—oo €

entao, p € dito ordem de convergéncia da sequéncia e C' € a constante assintotica de erro. Sep =1

dizemos que a convergéncia € linear, neste caso para que haja convergéncia C < 1.

Método Iterativo Linear:

Tit1 = g(x;)

T =g(7)
subtraindo as duas relacgoes

Tiy1 — T = g(z;) — g(Z)

mas usando o Teorema do Valor Médio temos

rip1 — 7 = g(2;) — 9(7) = ¢'(¢i) (2 — 7) ¢i € (x4, 7)
ou

€i+1  Tiy1 — T

= — = g/(ci)
(3 Ty — X

que por continuidade
lim “L% = lim g/(c;) = ¢/(lim ;) = ¢/(§) = C

i—oo IT; — X 1—00 1—00

lim L = g(¢) = C

1—00 €4

logo o Método Iterativo Linear tem convergéncia pelo menos linear.

Newton-Raphson:

o = 2 f ()
T )
i F =T — f ()
a ' f'(@i)
Gy = e — f (i)
T ()
Desenvolvendo em série de Taylor para x = x;

f// (Cz)
2

(x — x;)? ¢i € (x, ;)

f(@) = flag) + f(xi) (@ —z) +



0= f(@) = frs) = f' () (@i = 7) +
= f(x;) = f'(xi)(xi — @) — @

(

f//(ci)
2

(z; — z)?

€T; — :f')z

que dividindo por f'(z;) (# 0) por hipétese
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f () _ f(w) 2
=x;—T— T — T
Fla) = oy Y
f'(e) o fl@)
2f/(l'i)ei =€ f/(l'z) = €i+1
visto que
f(xi) _ [ f(lﬂz'))
(“””Z“ T ) P T T i) T )
Assim
eir1 _ 1f"(c)
e 2 f'(x)
1" 107 )
o Gt 1 fe) 1) A rme) 1@
i—oo e 2i=oo fl(z;) 2 lim f'(z;) 2 f'(lima;) 2 f(%)
1—00 1—00
logo
lim ei'gl =C
1—00 eZ
Portanto o Método de Newton-Raphson tem convergéncia quadratica
Bisseccgao:
Resumindo
Método Ordem de Convergéncia
Bisseccao 1 Linear
Falsa Posicao — —
Iterativo Linear 1 Linear
Newton-Raphson 2 Quadratica
Secante 1,618 —




Sistemas Nao-Lineares

Resolucao de Sistemas de Equagoes Nao-Lineares

De uma maneira geral, estudaremos o problema de determinar os zeros de uma fungao f : R" — R",

que ¢é descrita por n fungdes reais f (1,2, -+, 2n); k =1,2,3,...,nde n varidveis reais z1, z9, - - -, Tn.
Ou seja,
f1($17$27'--7$n) T
f2($17$27'--7$n) T2
L falz1, 20, ..., Ty) | B

O problema de resolver f(x) = 0 torna-se o de resolver um sistema de equacoes nao-lineares:

fl(:L'l,:Eg,...,:En) =
fg(:L'l,:EQ,...,:En) =
f3(@1, w2, ,2,) = 0
falz1, 29, .. .y2n) = 0

Normalmente nao é possivel determinar um zero £ de uma funcao f explicitamente, entao temos que
procurar outros métodos que aproximam a solucao. Estes métodos sdo normalmente iterativos e tem

a seguinte forma:

e Partindo-se de um valor inicial (9, novas aproximacoes sucessivas ., i = 1,2, ... sdo calcu-

ladas com a ajuda de uma fungao de iteragao ®(x)
) = @(z®), i=0,1,2,...

Espera-se que no limite a seqliéncia de aproximacoes convirja para a solugao do sistema, isto é
lim ) = ¢

1—00

Assim como no caso uni-dimensional, algumas questoes surgem:

1. Como interromper a geracao de novas aproximagoes?

2. Como podemos encontrar uma funcao de it%rga(;éo adequada?
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3. Sob que condicées a seqiiéncia {x()} converge?

4. Quao rapidamente a seqiiéncia {("} converge?

Critério de Parada

Quando parar o processo iterativo?
Uma maneira de se determinar se a sequéncia de aproximagoes gerada pelo método iterativo estd
convergindo é verificar se a diferenca entre a aproximagao e o valor exato do zero estd diminuindo.

Seja @ o valor aproximado obtido na iteracdo i e & o valor exato do zero, podemos verificar se
|2 —Z|| < e

isto é, se a diferenca acima citada é menor que um valor pequeno. Chamamos € de tolerancia de parada
ou simplesmente tolerancia. || - || denota uma norma definida no R™.

Entretanto, como nao conhecemos o valor exato do zero da fungao (queremos na verdade de-
terminar este zero), o teste acima nao pode ser efetuado. Substituimos o teste acima pelo seguinte

teste.
|20+ — 20| < ¢

A diferenca agora é calculada entre duas aproximagoes sucessivas.

Outro teste que também pode ser realizado é

||ac(i+1) _ m(i)H

ECII

ou ainda
£ (@) < e
Em geral a norma do R" usada é a norma do maximo, isto é

||| = max. | 2k |

Funcoes de Iteragao

Vamos examinar como as fungoes de iteragoes podem ser construidas.

Método Iterativo Linear

Algumas vezes as funcoes de iteracao sao sugeridas pela formulacao do problema. Por exemplo, se a

equacao é r — cosx = 0, entao é natural tentar um processo iterativo com:
Tip1 =cosxy, 1 =0,1,2,...
ou seja,

®(x) = cosx
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analogamente ao caso escalar, em que transformavamos a equacao f(x) = 0 em x = g(x) e utilizavdmos
g(z) como fungao de iteragao.

Mais precisamente, dado um sistema nao-linear

fl(:El,:Eg,...,:En) = 0
f2($17$27---a$n) -

f3(@1, w2, ,2,) = 0
falz1,29, .. .y2n) = 0

Da primeira equacao do sistema explicitamos a incognita x1, da segunda equacao do sistema a incégnita
T9, da terceira equacao a incognita x3, e assim por diante até a tltima equacao do sistema, onde entao,

explicitamos a incégnita x,. Assim, reescrevemos o sistema como:

xr1 = gl(:Ela L2y« v vy :L‘n)
T2 = 92(:1717 L2y« v vy :L‘n)
T3 = g3(v1, Ta, . . ., Tn)
Tn = gn($17 L2y« v vy :L‘n)

A funcao de iteragao é entao definida como

gl(:Ela T2y -y :L‘n)
92(:1717 L2y« v vy :L‘n)

g(m) - 93(5171,:E2,...,:En)

gn($17 L2y« v vy :L‘n)
Donde

) = g(z)

ou
A = o). )
:Egi—i—l) = gg(:ngi), :Egi), .. .,:ng))
:Eéi—i—l) = gg(:ngi), :Egi), .. .,:ng))
:cﬁf“) = gn(:ngi), ;Egi), .. .,:ng))




102

Logo, se tivermos uma aproximacao inicial para a solugdo do sistema, podemos gerar uma

sequéncia de aproximacoes que esperamos convirja para a solucao. Isto é,

lim z® = ¢

1—00
Observagao: Assim como no caso unidimensional existem infinitas fungoes de iteragao para f(x) = 0.

Exemplo:

Seja o sistema de equagoes nao-lineares dado abaixo.

{ ?+y? =

r—2y = 0
ou

24zi =1

r1 — 2:L'2 =0

que pode ser reescrito da forma

T = 1— 23
z1
ro = ?
ou
1— a3
z=g(@) ="
2
Como

. NN
:L'gH—l) _ 1— (ZL’gZ))
$(i+1) _ ﬁ

2 2
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Usando como aproximacao inicial ¢(®) = (0.5;0.5), com uma tolerancia e = 0.01, temos

Primeira iteracao:

2
1 () 1-(0.5)° V075 0.866025404
21 — g(m(O)) - = = =
(0)
o 02;5 0.25 0.25

Critério de Parada

2 — 2] =

|| l 0.866025404] l 0.5 ] |

- 0.366025404
0.25 05 | "

| = 0.366025404 > ¢
—0.25

Segunda iteracao:

2
1 («f") 1—(0.25) V0.9375 0.968245837
z? = g(zM) = — = =
(1)
0.866025404
% G 0.433012702 0.433012702

Critério de Parada

2 — 2] =

|| l 0.968245837] l 0.866025404] ||

|| 0.102220433
0.433012702 0.25

| = 0.183012702 > ¢
0.183012702

Resumindo

Iteracao :L'gi) ;pgi) ||ac(i) _ 1) I

1 0.8660254 0.2500000  0.366025400
0.9682459 0.4330127  0.183012700
0.9013878 0.4841229  0.066858050
0.8750000 0.4506939  0.033429030
0.8926786 0.4375000  0.017678560
0.8992184 0.4463393  0.008839279

S T s W N

Portanto, uma aproximagcao para o zero do sistema de equagoes dado é & = (0.8992184; 0.4463393).

Método de Newton

Outra maneira de criar funcoes de iteracao é gerd-las sistematicamente, como descrito a seguir:
Seja N(£) uma vizinhanga em torno do zero £ de f(z), entdo expandindo a fungio em série de
Taylor em torno de zp € N (&) temos

(€ — x0)?
21

— x0)k
) 4+ ET T 9 — )

f(€) = 0= f(xo) + (§ — o) f'(w0) + ol
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Se as maiores poténcias (£ — xg)” sdo desprezadas, chegamos a equagoes que expressam o ponto &

aproximadamente em termos de um ponto dado zg, por exemplo:

0= f(zo) + (£ — o) [ (w0)

ou

(& — 20)?

oY I (o)

0= f(xo) + (£ — o) f'(x0) +

que fornecem, respectivamente

F_o f(@o)
$= f'(z0)
F oy f'(zo) £ V/(f'(20))* — 2f(x0) f" (o)

f// ($0)
as expressoes acima fornecem simplesmente valores proximos do zero desejado, mas elas foram deduzi-

das para fornecerem funcoes de iteracao. Dessa maneira, chega-se aos seguintes processos iterativos.

Tiy1l = <I>(£EZ), @(;p) = xr — }f/((i))

"(z "(2))2 — ) 'z
Tip1 = Py (z), <I>i(117)::17—f( )i\/(f %f”)():n) 2f(z) f"(x)

O primeiro é o classico método de Newton-Raphson. O segundo é uma extensao 6bvia do primeiro
(também chamado Método de Cauchy).

Graficamente temos a seguinte representacao

O método de Newton-Raphson é obtido linearizando-se f. A linearizacdo é também um meio

de construir métodos iterativos para resolver sistemas da forma

fl(:El, Ly v vy :En)
fg(:El, Ly v vy :En)

f(ac) = f3($17$27"'a$n)

I
=1

L fn(:El, Ly vy :En)
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Analogamente ao processo usado na obtencao da funcao de iteracao do método de Newton-Raphson,

temos

(&) =0~ f(z) + Df(xV)(& - 2)

onde
C o of ofn .|
a—m(m) 8—:132(%) T a—mn(m)
0 fa 0 fo df2
Df(z) - a—m(m) 6—332(53) T a—%(w)
A fn Ofn 0 fn
I a—m(m) 6—332(53) a—%(w) |
(§]
&1 — :c&o)
£ — 20 — §2— :Eg])

Se Df(z©) é nao-singular
F@®) + D)@ — ) =
pode ser resolvida para x(}):
2D — 0 _ [Df(mm))]‘l F(@)
e, generalizando para melhores aproximacoes do zero
a(D) — () _ [Df(m(i))}_l f(x®) i=0,1,2,...

A resolugao da equagao acima envolve a obtencao da inversa da matriz D f(ac(i)) a cada iteracao,

o que é uma tarefa dispendiosa. Podemos contornar este calculo reescrevendo a equagao acima
2t — () = _ [Df(m(i))}_l f(ac(i)) 1=0,1,2,...

premultiplicando ambos os lados por D f (m(i)), temos
Df(a®) (209 — 2) = ~Df(?) [Df@®)] " f=?) i=0,1,2,...
Df(z") (ac(”l) - m(i)) = —f(z") i=0,1,2,...

ou

Df(x Az = —f(z) i=0,1,2,...
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onde
A — m(i—l—l) _ m(z)

Desta forma podemos dado () resolver o sistema linear
Df(x Az = —f(z) i=0,1,2,...

para Az e a seguir calcular a nova aproximacao zt1) por
m(i—l—l) _ m(z) + Ax

Note que a cada iteracao avaliamos a matriz D f (m(i)) e resolvemos um sistema linear.
Exemplo:

Seja o seguinte sistema de equagoes nao-lineares,

{ +y? =

r—2y = 0
ou
:13%—1—:13% =
T —2:E2 = 0
ou ainda
fg(:El,:Eg) I —2:E2 0
logo
[ dfi 0fi -I [2 5
Oz, Oxs e
Df(z)=| 7"t 972 | =
dfz  0f2
8::31 8:132 1 —2

Usaremos como no exemplo anterior z(?) = (0.5;0.5) e e = 0.01.

Primeira iteracao:

Df(«"V) Az = —f(2)

22{" 22 2% 05 2x0.5 11
Df (") = = =
1 -2 1 9 1 -2
0 ()
) 1 T2 0.5240.52 — 1 —0.5
0.5—2x 0.5 0.5
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Logo

0.5
-0.5 0.5
1 -2 AJEQ

Resolvendo o sistema linear obtemos

Az 0.5
a l 0.0 ]

AJEQ

Podemos agora calcular ()

0.0

o

Critério de Parada

2 — 2] = Ae) =] | ] | =0.5>¢
| 0.0
Segunda iteracao:
Df(z")Az = —f (=)
22 22V 2x1.0 2x0.5 2 1
Df (V) = = =
1 -2 1 = 1 -2
(1)? (1)?
Fa) = (a47)"+ (87) -1 C[102+052—-1] [o025]
A 1.0-2x 0.5 0.0
Ty — 24
Logo
201 1 Am ) o2 [ 025
o0 | |00
1 -2 AJEQ

Resolvendo o sistema linear obtemos

Ay l ~0.10 ]

| —0.05
AJEQ
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Podemos agora calcular (2

2@ — x4 Ap— 1.0 n -0.10 _ 0.9
0.5 | —0.05 0.45

Critério de Parada

[ —0.10
|z — 2| = |Az| = | [=01>¢

| —0.05
Resumindo

Iteracao :Egi) :L'gi) ||ac(i) — (=1 I

1 1.0000000 0.5000000  0.500000000
2 0.9000000 0.4500000  0.100000000
3 0.8944445 0.4472222  0.005555511

Portanto, uma aproximagcao para o zero do sistema de equagoes dado é & = (0.8944445; 0.4472222).
Observagao:
(a) As velocidades de convergéncia dos métodos multidimensionais sao anédlogas aquelas do caso uni-

dimensional. Isto é, a convergéncia do método iterativo linear é linear (Ordem de Convergeéncia

igual a 1) e a convergéncia do método de Newton é quadratica (Ordem de Convergéncia igual a

2).
(b) Métodos quasi-Newton.

Como o método de Newton necessita a cada iteracio recalcular os elementos de Df(x(?) e
resolver o sistema linear. Existem variagbes do método de Newton que propoem manter a matriz

Df (m(i)) fixa durante algumas iteracoes. No caso unidimensional significa manter a derivada fixa...



Zero de Funcoes — Exercicios

1. Determine a raiz quadrada negativa de 0,5 até quatro casas decimais escrevendo f(x) = 22 —0,5
e resolvendo por z = z2 4+ x — 0, 5 pelo Método Iterativo Linear usando zg = —0, 6. Poderia a

raiz quadrada positiva ser determinada por este método?
Solucao:

Com 4 casas decimais —| x;41 — x; |< € = 0,0001
Tig1 = g(x;) =2 + 2, — 0,5

efetuando as iteracoes, obtemos:

To = —0, 6

r1 = g(x0) = —0,74 | 1 — xg |= 0, 140000000
T2 = g(z1) = —0,6924 | £3 — x1 |= 0, 047600000
x5 = g(mg) = —0,712982240 | 25 — 2 |= 0, 020582240
x4 = g(x3) = —0, 704638565 | x4 — x3 |= 0, 008343675
x5 = g(z4) = —0,708123058 | 25 — x4 |= 0, 003484493
x6 = g(x5) = —0, 706684793 | 26 — x5 |= 0, 001438265
x7 = g(x6) = —0,707281396 | 27 — xg |= 0, 000596603
xg = g(x7) = —0,707034423 | zg — x7 |= 0,000246973
z9 = g(x8) = —0,707136748 | zg — x5 |= 0,000102325
210 = g(zg) = —0, 707094368 | 219 — x9 |= 0, 000042380

2. Repita as iteragoes do exemplo anterior usando o Método de Newton-Raphson.
Solucao:

A funcao de iteragao do Método de Newton-Raphson é:

B f(z;)
(3
Assim com xg = —0, 6 geramos a seguinte seqiiéncia de aproximacoes;
Iteracao Tit1 | xip1 — ;|
1 —0,7166666 | 1 — o |= 0,116666600
2 —0,7071705 | o — 1 |= 0,009496093

3 —0,7071068 | | z3 — o |= 0,000063777

TOJ
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3. Determine com até trés casas decimais o zero de 0,122 — xzInz = 0 entre 1 e 2.

Solucao:
f(z)=0,12° —zlnz =0 em [1,2]

Com 3 casas decimais —| x;41 — x; |< e = 0,001
Temos que f(1) = 0,1 e f(2) = —0,986294361 — f(1)- f(2) < 0.

No Método da Bisseccao o ponto divisor do intervalo é

a+b
)
Logo,
Iteracao T fxy) a; b; | b; — a; |
1 1,500000 —0,38319770 1,000000 1,500000 0,50000000
2 1,250000 —0,12267940 1,000000 1,250000 0,25000000
3 1,125000 —0,00594341 1,000000 1,125000 0,12500000
4 1,062500  0,04847696  1,062500 1,125000 0,06250000
9 1,093750  0,02161561  1,093750 1,125000 0,03125000
6 1,109375  0,00792172  1,109375 1,125000 0,01562500
7 1,117188  0,00101037  1,117188 1,125000 0,00781250
8 1,121094 —0,00246124 1,117188 1,121094 0,00390625
9 1,119141 —-0,00072411 1,117188 1,119141 0,00195313
10 1,118164  0,00014346  1,118164 1,119141 0,00097656

Portanto, uma aproximacao para o zero ¢ 1,11816400.

4. Repita o exemplo anterior usando o Método da Falsa Posicao.
Solucgao:

No Método da Falsa Posicao o ponto que divide o intervalo em dois subintervalos é determinado

pela expressao:

a f(b) —b f(a)
f(b) = f(a)

Efetuando as iteracoes temos.

xr =

Iteracao T fxy) a; b; | g1 — ;|
1 1,092056 0,02308979 1,092056 2,0000 0,09205604
2 1,112825 0,00487458 1,112825 2,0000 0,02076936
3 1,117189 0,00100942 1,117189 2,0000 0,00436318
4 1,118091 0,00020824 1,118091 2,0000 0,00090253

Portanto, uma aproximacao para o zero ¢ 1,11809100.
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5. Use o Método da Secante para encontrar uma aproximagao para um zero da funcdo f(x) =
xlnz —1 com uma tolerancia de 10~7. Comece o processo iterativo com as aproximacoes iniciais
rg =2,3 e x1 =2,7.

Solucgao:
No Método da Secante uma nova aproximacao é obtida a partir de duas aproximagoes anteriores

pela seguinte funcao de iteracao:

ZL"z'—1f(!L"i) - ZL"z'f(!L"i—1)
f(!L"z) - f(l'i—l)

LTi41 =

Iteracao Tit1 | zip1 — x|
2 1,821888 0,8781122000
3 1,770545 0,0513432000
4 1,763299 0,0072458980
5} 1,763223 0,0000758171
6 1,763223 0,0000001192

6. Um modelo para crescimento da populagao de bactérias supoe que a taxa de mudanca da pop-

ulagao (p) é proporcional a populacao existente num determinado instante de tempo, logo,

dp _

—k
ac P

se existe uma limitagdo de populacgao, por falta de alimento, por exemplo, a equacao acima

transforma-se em,

dp
% = kp(pmam - p)

resolvendo-se a equacao diferencial analiticamente, obtemos:

p(t) = Pmax p(t =0) = po

1y ez — 1) ehpmaat

Suponha que queremos estudar o crescimento de uma populagao de bactérias num lago.

Na primavera (¢t = 0) a populacdo é pequena, p = 10 células/litro. E conhecido que a populacao
atinge uma densidade de 15.000 células/litro quando ¢t = 60 dias e que k = 2 x 1070 litros por
célula por dia. Deseja-se saber a densidade da populacao quando ¢ = 90 dias. Se a populacao
de bactérias exceder 40.000 células/litro, para manter a qualidade da dgua é necessirio um

tratamento para a protecao dos banhistas.
Solucao:

Com as informagbes acima,

B Pmax
15000 - 1 + (png _ 1) e—2><1076(pmaz)60
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Para a determinacao de pypae — Métodos Numéricos.

Usando-se

15.000 _
f(pmam) = [1 + (]M — 1) e~ 1,2x10 4Pmaz] ~1,0
Pmax 10

Logo, com chutes iniciais 60.000 e 70.000 células/litro e com tolerancia de 7 unidades.

£(60.000) = 0, 36969223 f(70.000) = —0, 4484614

Método da Bisseccao

Iteracao T fxy) a; b; | b; —a; |
1 65000,00 —0,15472270 60000,00 65000,00 5000,000000

2 62500,00  0,06949397  62500,00 65000,00 2500,000000
3 63750,00 —0,05075156 62500,00 63750,00 1250,000000
4 63125,00 0,00718261 63125,00 63750,00 625,000000
5} 63437,50 —0,02231143 63125,00 63437,50 312,500000
6 63281,25 —0,00769861 63125,00 63281,25 156,250000
7 63203,13 —0,00029186 63125,00 63203,13  78,125000
8 63164,06 0,00343687 63164,06 63203,13  39,062500
9 63183,59 0,00157038 63183,59 63203,13  19,531250
10 63193,36  0,00063873  63193,36 63203,13 9,765625
11 63198,24 0,00017330 63198,24 63203,13 4,882813
Método da Falsa Posicao
Iteracao T fxy) a; b; | Zip1 — ;|

1 64518,62 —0,11645870 60000 64518,62 4518,617000
63436,17 —0,02218834 60000 63436,17 1082,445000
63241,62 —0,00394959 60000 63241,62 194,554700
63207,35 —0,00069430 60000 63207,35  34,265630
63201,34 —0,00012183 60000 63201,34 6,011719

QU = W N

Método da Secante
Iteragao Tit1 | zip1 — x|
1 64518,62 5481,383000
62595,88 1922,742000
63247,04 651,168000
63201,70  45,343750
63200,05 1,644531

Ot = W N

Resumindo, temos:



Logo, pmaz = 63.200
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Substituindo-se novamente

p(90) =

Método Pmaz  lteracoes

Bisseccao 63.198 11

Falsa Posicao 63.201 5

Secante 63.200 5
63.200

14 (63.200 _ 1) e—2x1076(63.200)(90)

= 58930 células/litro > 40.000

7. Deseja-se encontrar uma aproximacao da tnica raiz real da funcao f(x) = 2% + 3z — 1, através

do Método Iterativo Linear. Verificou-se que a raiz da equagao f(x) = 0 esta no intervalo [0, 1].

(a) Analise a convergéncia da sequéncia {x}, gerada pela seguinte férmula de recorréncia,

proposta para resolver o problema:;:

20 = 0,25

(b) Efetue trés iteragoes com a férmula de recorréncia do item anterior.

Solucao:

(a)

3

1—ux;

3

1—23

3
| g'(z) <1
| —2% < 1
| 2% |< 1

2

e <1

—1l<z<l1

—g'(x) =~z

Como o zero pertence ao intervalo [0, 1] e a aproximacao inicial pertence a (—1,1), temos

certeza que a sequéncia gerada convergird para o zero de f(x).
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1—z2 1-1(0,25)3
x1 = g(xo) = 3:”0 = (3’ ) =0, 328125000

1—2% 1-—1(0,328125)3
xy = g(x1) = 3:'31 = ( ’3 ) — 0, 321557363

1—z3 1-(0,321557363)3
z3 = g(z2) = 3:62 _1=0 2 ) — 0, 322250415

8. A forca e o momento em uma secdo DD de uma viga sao chamados for¢a cortante e momento

fletor. Seus valores na viga sao obtidos no caso de vigas isostaticas pelas equagoes de equilibrio.

Para uma viga isostatica, submetida a um carregamento parabdlico, tem-se a seguinte equacao

para o esforco cortante:

2 3
qL T T T
Vb="—=¢{3-12—+12(—=) —4(—=
D712 { It (L) (L) }
Os pontos de esforgo cortante nulo correspondem aos de momento fletor méximo, que sao usados
no dimensionamento da viga. Calcular estes pontos para ¢ = 1000 N; L = 1 m.
Solucgao:

Momento Méaximo — Vp =0

Logo,

qL T z\2 z\?3
— —12—+12(—=| —4|—= =
Gnpen(3) e (5) ) -0

ou
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para L =1 m.
3—120+ 1222 — 423 =0

Usando o método de Newton-Raphson, com xg = 0,1 e ¢ = 0,001 temos,

Iteracao Tit1 | g1 — ;|
1 0,2971193 0,1971194000
2 0,3627360 0,0656166700
3 0,3699561 0,0072200890
4 0,3700395 0,0000833571

z = 0,370039375

E as outras raizes sao imaginarias.

9. Ache um zero da funcio p(z) = 23 — 522 + 17z + 21 no intervalo [—1, 0], usando o Método da

Bisseccao, com uma tolerancia e = 1 x 1074,

Solucgao:
Iteracao = = (a+b)/2 f(x) a b |b—a |
1 —0,5000000 11,12500000 —1,0000000 —0,5000000 0,50000000
2 —0,7500000 5,01562500 —1,0000000 —0,7500000 0,25000000
3 —0,8750000 1,62695300 —1,0000000 —0,8750000 0,12500000
4 —0,9375000 —0,15600590 —0,9375000 —0,8750000 0,06250000
5} —0,9062500 0,74301150 —0,9375000 —0,9062500 0,03125000
6 —0,9218750 0,29539870 —0,9375000 —0,9218750 0,01562500
7 —0,9296875 0,07017183 —0,9375000 —0,9296875 0,00781250
8 —0,9335938 —0,04279798 —0,9335938 —0,9296875 0,00390625
9 —0,9316406 0,01371666 —0,9335938 —0,9316406 0,00195313
10 —0,9326172 —0,01453322 —0,9326172 —0,9316406 0,00097656
11 —0,9321289 —0,00040642 —0,9321289 —0,9316406 0,00048828
12 —0,9318848 0,00665558 —0,9321289 —0,9318848 0,00024414
13 —0,9320068 0,00312470 —0,9321289 —0,9320068 0,00012207
14 —0,9320679 0,00135917 —0,9321289 —0,9320679 0,00006104

Assim, podemos dizer que o valor aproximado para o zero é —0,9320679.

10. Repita o exercicio anterior usando o Método da Falsa Posigao.

Solucgao:
Iteragao X fxy) a b
1 —0,9130435 0,54886110 —1.0000 —0,91304350
2 —0,9317684 0,01002247 —1.0000 —0,93176840
3 —0,9321086 0,00018154 —1.0000 —0,93210860
4 —0,9321147 0,00000394 —1.0000 —0,93211470




11.

A solugao é z = —0,93211470.

Ache um zero da fun¢ao f(z) = x — 2sen x no intervalo [

s

funcao de iteracao escolhida satisfaz as condigoes para a convergéncia.

Solucgao:

Podemos escolher como fungao de Iteracdo g(x) = 2sen x.

condicgoes para a convergéncia da sequéncia gerada por esta funcao de iteracao.

|g'(z) <1

777

g'(x) = 2cos x

| 2cos z |< 1

| cos & |< »
COS T —
2

1< <1
——<cosx <
2

777

2

116

z, %“] com € = 1 x 107%. Mostre que a

Portanto devemos verificar as

que sempre satisfeita no intervalo considerado, assim, a sequéncia gerada convergird para o zero

T 27

da func@o no intervalo. Efetuando-se as iteragoes temos, com zg = 2 € [5, <F

Iteracao ;41
1 1,81859500
2 1,93891000
3 1,86601600
4 1,91347700
5 1,88371500
6 1,90287800
7 1,89073100
8 1,89851200
9 1,89356000
10 1,89672500
11 1,89470800
12 1,89599500
13 1,89517400
14 1,89569800
15  1,89536400
16 1,89557700
17 1,89544100
18  1,89552800

27 3

]
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12. Resolva a equacao ze~* —0,2 = 0 pelo Método de Newton-Raphson, com zg = 0e e = 1 x 1076,
Solucgao:

Método de Newton-Raphson:

B f(z;)
Tiy1 = T — F(z)
(3
B rie % —0,2
LTi41 = Tj — W
Trog = 0

|:L'Z'+1—:L'Z'|<€:1><10_6

Iteracao T;

1 0,200000000
0,255350689
0,257632981
0,259168327
0,259171101
0,259171101

S T e W N

A aproximacao para o zero é £ = 0,259171101

13. Determine as raizes reais de
f(z) =—=2,1+6,21z — 3,92% + 0, 667>

usando o Método da Bisseccao para encontrar a menor raiz. Use como estimativa inicial ag = 0, 4

e bp =0, 6 e faca iteracoes até o erro seja menor que 4%.

Logo,
|$i+1—$i|<0’04
| Tit1 |
Iteracao x f(x) a; b [z =i |
| it |

1 0,5000000  0,11337510  0,4000000 0,5000000
2 0,4500000 —0,03446957 0,4500000 0,5000000 0,11111111
3 0,4750000  0,04129621  0,4500000 0,4750000 0,05263157
4 0,4625000  0,00387805  0,4500000 0,4625000 0,02702703

14. Repita o exercicio anterior usando o Método de Newton-Raphson, com zg = 0, 5.
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| Tip1 — 2 |
| Zig1 |

1 0,4596566 0,087768565

2 0,4612195 0,003388625

Iteracao Tit1

15. Determine a raiz real de
f(z) =23 —100

usando o Método da Falsa Posi¢ao com tolerancia de 0,1 %.

Usando como estimativas iniciais [a, b] = [4, 5].

Iteracao T fxy) a; b; M
| it |
1 4,590164 —3,28707400 4,590164 5,0
2 4,637788 —0,24543920 4,637788 5,0 0,01026881
3 4,641310 —0,01803770 4,641310 5,0 0,00075871
4 4,641568 —0,00133465 4,641568 5,0 0,00005568
5 4,641587 —0,00010188 4,641587 5,0 0,00000410
16. Repita o exercicio anterior usando o Método da Secante.
= | Tiy1 — @ |
Iteracao Tit1 | xjip1 — ;| ————
| it |
1 4,59016  0,4098363 0,0892858
2 4,63779  0,0476246 0,0102688
3 4,64163  0,0038428 0,0008278
4 4,64159  0,0000424 0,0000091

17. Repita o exercicio anterior usando o Método da Bissec¢ao com € = 0, 05.

Solucgao:
Iteragdo = = (a+b)/2 f(x) a b |b—al
1 4,50000000  -8,87500000 4,50000000 5.00000000 0,50000000
2 4,75000000 7,17187500 4,50000000 4.75000000 0,25000000
3 4,62500000  -1,06835900 4,62500000 4.75000000 0,12500000
4 4,68750000 2,99682600 4,62500000 4.68750000 0,06250000
5} 4,65625000 0,95059200 4,62500000 4.65625000 0,03125000

com uma tolerancia de € = 0, 01.

18. Ache uma raiz da funcio f(x) = 2* — 92 + 3 no intervalo [0, 1], usando o Método da Bisseccao
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20.

21.
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Iteracao ;i fxy) a; b; | b —a; |
1 0,5000000 —1.37500000 0,0000000 0,50000 0,5000000
2 0,2500000  0.76562500  0,2500000 0,50000 0,2500000
3 0,3750000 —0.32226560 0,2500000 0,37500 0,1250000
4 0,3125000 0.21801760  0,3125000 0,37500 0,0625000
9 0,3437500 —0.05313110 0,3125000 0,34375 0,0312500
6 0,3281250  0.08220291  0,3281250 0,34375 0,0156250
7 0,3359375  0.01447439 0,3359375 0,34375 0,0078125

2

A equacao x* —x = 0 possui raizes £ = 0 e x = 1. Qual das raizes teremos certeza de encontrar,

com a iteracdo z;41 = (7;)? e o valor inicial zg = 1/2? Justifique sua resposta. Faca trés

iteracoes usando a funcao acima e € = 0, 01.

Solucgao:
Queremos determinar se a seqiiéncia gerada por esta funcao de iteracao convergira?
g(z) ==
| g'(2) < 1
|2z |[< 1
—-1<2zx<1
1 oz < 1
[—— $ pa—
2 2

a raiz 0 pertence ao intervalo (—1/2,1/2) assim como a aproximagao inicial o = 1/2.

To = 0, 9
1 =0,25
zo = 0, 0625

x3 = 0,003906255

O potencial a que uma particula estd submetida é V(z) = m% — %, x > 0. O ponto de equilibrio
corresponde a um minimo do potencial. Realize 3 iteragdes de Newton-Raphson com o intuito

de encontrar tal valor (zg = 1,5).

Use o Método de Newton-Raphson para resolver a equagao f(z) = e* — 3z = 0, use como

estimativa inicial g = 0 e tome € = 0, 02.

iy = 15— f (i)
1+ 7 f/(l'z)
e%i — 3x;
Ti4+1 = T4
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Iteracao Tit1 | g1 — ;|
1 0,5000000  0,50000000
2 0,6100597 0,11005970
3 0,6189968 0,00893712

22. Repita o exercicio anterior usando o Método da Secante.

Usando como aproximacoes iniciais zo =0e x1 =1

Iteracao Tit1 | Zig1 — 2 |
2 0,78020  0,2197973
3 0,49668  0,2835242
4 0,63595  0,1392737
5 0,62056  0,0153918

23. Em Vibragoes de corpos eldsticos é comum a ocorréncia da equacdo (4 — 3z2)sinx = 4x cosz.

Determinar as trés menores raizes positivas.

Resp: 2,56334163; 6,058670084; 9,279861114.

24. Em cada caso abaixo determinar o valor da tnica raiz fisicamente possivel:

(a) uma bdia esférica de raio R e densidade especifica p, ao flutuar na dgua, afunda de uma
quantidade z, dada por z3 + 2Rz? — 4pR? = 0. Achar o afundamento quando R = 3 e o
material é cortiga (p = 0, 25);

(b) tem-se duas cargas elétricas A e B a distancia de 2 m uma da outra. As duas tém o mesmo
sinal. Coloca-se uma terceira carga C, de sinal oposto entre A e B. A distancia x, com que
C ficara em equilibrio de A e C, é dada por: z* — 423 + 822 — 322 + 32 = 0. Determinar

um valor z.

Resp: a) 1,854101966; b) 1,212169077

25. Método de Newton-Raphson Modificado:

Existe uma modificacao no Método de Newton-Raphson na qual a funcao de iteracao é dada

por:

f(xi)
f'(wo)

Tit1 = T —

onde xg é a aproximagao inicial e é tal que f’(xg) # 0.

(a) Com o auxilio de um grafico, escreva a interpretagao geométrica deste método;
(b) Use este método para achar um zero de
f(z) = e* — 42?

no intervalo (0, 1), com € = 1073.



Solucao:

(a) Grafico

(b) Usando como aproximagao inicial zo = 0.5. Temos

Iteracao

Zi

| Tit1 — T4 |

© 00 N O Ot k=W NN

—
o

11

0,7759015000
0,6757250000
0,7348589000
0,7030113000
0,7212679000
0,7111161000
0,7168654000
0,7136414000
0,7154596000
0,7144374000
0,7150131000

0,2759015000
0,1001765000
0,0591338300
0,0318476000
0,0182566000
0,0101518000
0,0057493450
0,0032240150
0,0018182400
0,0010222200
0,0005757213

O valor aproximado para o zero é 0,

71501310.

121

26. Determine o valor de m com erro menor que 10~ (Sugestdo: 7 é um zero de sen x = 0, use

xo = 3 e o método de Newton-Raphson.)

27. Resolva a equagao abaixo pelo método da Bissecgdo com uma tolerancia e =0,005 e [ag, by] =
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[0,5;1,0]. Estime, a priori, o nimero de iteragoes necessario.
e’ —x=0

28. Deduza o Método de Newton Raphson a partir de sua interpretacao geométrica.

29. Demonstre que se
Ti+l = :Ei(Q — (L’Ei)

converge, converge entao para 1/a quando i — co. Este é um método iterativo para fazer divisao
ou determinar inversos desde que exista uma estimativa inicial razoavelmente boa. Que limites

deve x( satisfazer para assegurar convergéncia?
Solucgao:

Se converge teremos,
z = g(z)
x=xz(2— ax)
1=2—-ax
=y

Verificaremos agora o intervalo para a convergéncia:
| g'(2) <1
—1<2—-2ax <1

—3< —2azx < -1

3> 2axr >1

30. Calcule 1/13 usando uma calculadora ficticia que s6 soma, subtrai e multiplica.

(Sugestao: Observe que 1/a é solucao da equagao a — 1/z = 0 e aplique o Método de Newton-

Raphson.)

Solucao:

fla)=a--

X
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/
x)=—
7)==
Método de Newton-Raphson
iy = T — [ ()
i+ 7 f/(l'z)
substituindo
1
@ %
Ti+l = Ty — —7
P
ou
_ 2
Tiy1 = —az; + 2z;

que é uma funcao de iteracao que nao envolve divisoes com xy = % =0,1¢ee=10"15 temos

Iteracao ;i | x; — xi—1 |

1 0,07000000000000000 | 21 — xo |= 0,0300000000000000000000000
0,07630000000000000 | z2 — 1 |= 0,0063000000000000000000000
0,07691803000000000 | 23 — 2 |= 0,0006180300000000055000000
0,07692307659194830 | 24 — x3 |= 0,0000050465919483044800000
0,07692307692307693 | x5 — x4 |= 0,0000000003311286245200051
0,07692307692307693 | ¢ — x5 |= 0,0000000000000000000000000

S O s W N

logo,
1
5= 0,07692307692307693

. O prego a vista (PV') de uma mercadoria é R$ 312,00, mas pode ser financiado com uma entrada
(E) de R$ 91,00 e 12 (N) prestacoes mensais (PM) de R$ 26,00. Calcular os juros (j) sabendo
que,
1-(1+5)N PV-E
j -~ PM

Resp: 5,75 %

. Determinar o comprimento (L) de um cabo suspenso em dois pontos de mesma altura e distantes
400 m (2z) , com uma flecha (f) de 100 m, sabendo que

L = 2a senh z
a
sendo a a raiz da equacao
a(cosh£—1> —f=0
a

Resp: 460,316 m
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33. Mostrar que a equacgao
Tit1 = 1 <(p — D + %)
p z?
pode ser usada para calcular ¢/a, a > 0.
34. Calcular V/8.
35. Responda as seguintes questoes, justificando integralmente suas respostas.

a. Qual a principal vantagem do método de Newton-Raphson em relagao aos outros que estu-
damos? E do método da Bisseccao?
b. Diga as desvantagens dos métodos citados no item acima.

36. Mostre que a funcao de iteracao abaixo, que é usada para determinar a raiz quadrada de um

nimero @, é um caso especial do método de Newton-Raphson.

1 Q
Tit1 = 5 (:L"z + —)
Ly

Solucgao:

Com f(z) = 22 — Q, é claro que f(x) = 0 é equivalente a encontrar um raiz quadrada de Q.

Como f'(z) = 2z, a expressao para o método de Newton-Raphson fornece:

= Ti+ —

[

R )

Tit+1 = T4

37. Aplique o método acima para determinar a raiz quadrada de 2.
Solucao:

Efetuando as iteracoes com xg = 1 temos:

i =

1,500000000
1,416666667
1,414215686
1,414216562
1,414216562

Uk [ W N

38. Considere a funcao f definida por
flx)=a%—z—1

Sabe-se que a equagao f(z) =0 tem apenas uma raiz no intervalo [1, 2].

(a) Determine o niimero minimo de iteracoes para que | Z — ;41 |< 1073, onde x; 11 é o valor

de uma aproximacgao de Z calculada pelo Método da Bissecgao com Iy = [1,2].
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(b) Calcule trés aproximagoes para & pelo Método da Bissecgao com Iy = [1,2] e utilize dois
critérios para estabelecer o erro das aproximagoes encontradas (trabalhe com 3 digitos

decimais).

(c) Se aplicarmos o Método da Falsa Posi¢ao para calcular aproximagoes de Z com Iy = [1, 2],

podemos garantir que [; 11 = [x;41, b] para todo i, i =0,1,2,...7

39. Considere a fungao f definida por
flx)y=a% -2 -1

(a) Sabendo que a equacao f(z) = 0 tem apenas uma raiz real z, verifique, usando argumentos
gréficos ou tedricos que Z € [0; 0, 5].

(b) Pretende-se utilizar o Método Iterativo Linear (MIL) para calcular aproximacoes de Z com
a funcao de iteracao g(z) definida por

R e 3

B 4

Verifique que g(x) é realmente uma funcao de iteragao.

9()

(c) Podemos afirmar que: se a aproximagao inicial zy de & pertencer ao intervalo [0; 0, 5],

entao, o MIL definido no item anterior converge?

(d) Faca trés iteragoes usando esta funcao de iteragdo com xg = 0,25. Use um critério para

estabelecer o erro das aproximagoes encontradas (trabalhe com 3 digitos decimais).

40. Ache um zero da funcio f(z) = 823 — 622 — 2z — 1 no intervalo [1, 2] com tolerancia ¢ = 0, 0001,

usando os métodos da Bisseccao e da Falsa Posicao.

41. Deduza uma férmula de iteracao de Newton-Raphson para determinacao da raiz ctibica de uma

nimero positivo C. Ache /2 usando esta férmula. Solugao:
3 _ _ .3
»¥?=C= f(x)=2"-C

Newton-Raphson

or = 21— fxy) :::E'_:E?—C:: 223 +C
o () ‘ 322 322
para C = 2,
2z3 + 2
Titl = ——5—
i+1 3517@2

comzg=1,5

Il = 1, 9...



42. Use o método de Newton para resolver o sistema nao-linear abaixo

43.

44.

45.

com z(0) = 0,5e y(o) =0,1 e tolerancia e = 1 x 1074

Repita o exercicio anterior para

resolva para 4 estimativas iniciais

3zy —y? =4

2 +xy® =9

a) 7o = (1,2; 2,5)

b) To =

c) xg =

d) Trog =

(

(20 2,5)
(—1 2,5)
(2, 5)
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Resolva o sistema néo-linear dado abaixo pelo Método de Newton-Raphson com z(® = 2 ¢

y(© = 2 ¢ tolerdncia e = 1 x 1074

zy=1

2

2yt —dr4+2y=4

Resolva o sistema nao-linear dado abaixo pelo Método de Newton.

x =sen (x +y)

y = cos (z —y)

Solucgao:

fi(z1, z2)

fa(z1, x2)

x1 —sen (1 + x2)

X9 — cos (11 — 2)

=1



Método de Newton:

FOHD) — #0) _ (Dﬁ(f(i))) F(z)

ou

DF (%) [f(i+1) —

mas

E a solucao é:

0f2 7) Of2, .

f(i)] _ _ﬁ(f(i))

o

(Z) 1 —cos (1 + x2)
Z2

—=(2) sen (z1 — x2)
x2

7 = (0.935082,0.9980200)

Aproximacgao Inicial ‘ No. de iteragoes

70 =(0.1,0.1)
#0 = (0.5,0.5)
7 =(0.9,0.9)
70 = (1.0,1.0)

diverge
10 iteracoes
4 iteracoes

3 iteracoes

46. Seja o sistema de equagoes nao lineares abaixo

r + 2y
322 4+ P

= 3
=7

—cos (71 + x2)

1 —sen (z1 — z2)

127

Faga duas iteragoes para determinar um zero desse sistema usando o método de Newton. Use
20 =2¢y® =1 com e =0,01.

47. Seja o sistema de equagodes nao lineares abaixo

2+ y =
? 4+ Y =

1
4

Faca duas iteragoes do Método de Newton para determinar um zero desse sistema. Faca o grafico

das curvas no plano para estimar bons valores para a aproximacao inicial z(©) e ().

Solucao:

Avaliando a estimativa inicial pelo grafico usaremos, 2(¥) = —1.4 ¢ y(® = 1.8. Usaremos como

tolerancia e = 107°. Logo, pelo Método de Newton

[DF(z(i))} Az = —F(z")
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onde
o op
DR =1 % o,
or 0Oy
20 +y—1
F —
(Z 22 +y2_4]
e

Resultado das Aproximagoes

Iteracao 2 y(i)
1 —5.600000E-01  2.120000
2 —4.758333E-01 1.951667
3 —4.717892E-01 1.943578
4 —4.717798E-01  1.943560
5 —4.717798E-01  1.943560

48. Método de Newton-Raphson Modificado para Sistemas Nao Lineares

Existe uma modificagao no Método de Newton-Raphson para Sistemas Nao Lineares na qual a

funcao de iteragao é dada por:

. , . 1o
1) — 70 _ (DF(:E(O))) F(z)

ou
DF(#%) [f(i+1) — f(i)] = —F(z%)

onde 79 ¢ a aproximacao inicial.

Use este método para achar um zero de

x =sen (x +y)

y = cos (z —y)

com Z(®) = (1,0;1,0). Faca no maximo 3 iteracoes.
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Solucao:
fi(zy, z2) x1 — sen (1 + x2) 0
fa(z1, 22) X9 — cos (11 — z2) 0
mas
ofi, .. O0f1, .
%(:p) %(:p) 1 —cos (x1+x2) —cos (1 + z2)
DF@) =] ! 2 -
0 0
ﬁ(f) ﬁ(f) sen (1 —x) 1 —sen (z1 — x2)
L T1 Z2 L i
em 7 = 70
1 —cos (2,0) —cos (2,0) 1,416146837 0,416146837
DF(#0) = —
sen (0,0) 1 —sen (0,0) 0,0 1,0

Como neste método a matriz permanece fixa em todas as iteragoes temos:

Primeira iteracao:

DF(E®) [#0) - 0] = —F(z0)

1—cos (2,0) —cos(2,0) Az 1,0 —sen (1,0+ 1,0)
sen (0,0) 1 —sen (0,0) Azxy 1,0 —cos (1,0 —1,0)
1,416146837 0,416146837 Axy 0,090702573
0,0 1,0 Axg 0,0




Resolvendo o sistema obtemos

Az, —0, 064048848
AJEQ 0, 0
€
1,0
7N =70 4 Az = +
1,0

Segunda iteracao:

DF(#%) [5(2) — f(l)} —

1 —cos (2,0)

sen (0,0)

—cos (2,0)

1 —sen (0,0)

1,416146837 0,416146837

0,0

1,0

Resolvendo o sistema obtemos

72 =70 L Az =

A:El

AJEQ

—0,000726941

—0, 002050423

—F(zM)

—0, 064048848

1,0

0,9359512

A:El

AJEQ

0,0

—0,000726941

—0, 002050423

0,9359512

1, 0000000

0, 001882732

0, 002050423

0,9352242

0, 9979496

0,9359512 — sen (0, 9359512+ 1, 0)

1,0 — cos (0,9359512 — 1,0)

130
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Terceira iteragao:

DF(#%) [5(3) _ 5(2)} = —F(z?)

1—cos (2,0) —cos(2,0) Az 0, 9352242 — sen (0, 9352242 + 0,9979496)

sen (0,0) 1 —sen (0,0) Azxy 0,9979496 — cos (0, 9352242 — 0,9979496)
1,416146837 0,416146837 Axy 0,000167623
0,0 1,0 Axo —0, 000083811

Resolvendo o sistema obtemos

Amy —0, 000142994
Ay 0,000083811
€
0, 9352242 —0, 000142994 0,9350812
#3 =79 ¢ Az = + =
0, 9979496 0,000083811 0, 9980334

49. Resolva o sistema de equagoes nao lineares abaixo pelo método de Newton
{ r = 22 + y?
y = 22 — 42
com (9 = (0,8;0,4) e e =1 x 1073,

Resp: « ~ (0,772;0,420)

50. Resolva o sistema de equactes nao lineares abaixo usando o método de Newton

y = Vo
22 + 2 = 1

y =

use como estimativa inicial (¥ = (0,8;0,8), com uma tolerancia e = 1 x 1074



Chapter 4
Interpolacao

Considere o seguinte problema: Seja uma func¢ao f(z) conhecida somente em alguns pontos de abcissas
i, 1=0,1,2,3,...,n; x; # x para i # k. Seja f(x;) os valores conhecidos da fun¢ao nos pontos
x; e queremos determinar uma funcdo p(z) que aproxime f(z), isto é, f(z) =~ p(x). Resumindo,
conhecemos alguns pontos discretos de f(x), (x;, f(x;)), chamados pontos de suporte, chamamos o0s
x; de abcissas de suporte e as f(x;) de ordenadas de suporte.

O problema geral de interpolagao consiste em dada uma familia de func¢oes ®(x; ag, a1, . . ., a,)

encontrar os parametros ag, ai, . . ., G, tais que para os (n + 1) pontos (z;, f(z;)) dados, tenha-se
O(x; a9, a1,...,an) = f(z;), 1=0,1,2,...,n.

O problema acima é chamado um problema de interpolacao linear se ®(z; ag, a1, . . ., a,) depende

linearmente dos parametros ag, a1, ..., a,, ou seja,
®(x; a0, a1, .. .,a,) = agPo(x) + a1P1(x) + aaPa(x) + - - - + a, Py ()
Nesta classe de problema encontra-se a cldssica interpolagao polinomial, onde
. _ 2 n
O(x; a9, a1,...,a,) = ap+ a1z + agx + - - + apx
assim como, a interpolacao trigonométrica, onde
(a0, a1, .. .,an) = ag + a1€™ + aze®™ + - - 4+ @™t (i = —1).

Encontra-se também na classe de interpolagao linear a interpolacdo por splines (pedagos de
polinémios).

Como exemplos de interpolacao nao-linear podemos citar, a interpolacao racional, onde

‘ ap + a1z + agx® + - -+ + apx"
O(x;a0,a1, .-, ap, by, b1,y ..., b)) = bo L iz F bar® o b

e a interpolacao exponencial, onde
P(: Ao X ) = Aoz Az L. AnT
(:L'va(]aalv"'aanv 0y ALy -y n) = ape +aze + + ane

132
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4.1 Interpolacao Polinomial
Vejamos a interpolagao polinomial. Temos (n + 1) pontos de suporte (z;, f(z;)),i =0,1,2,...,n

Teorema 4.1.1 Para (n + 1) pontos de suporte (z;, f(x;)), i=0,1,2,...,n, x; # x parai # k

existe um unico polinémio p(x) de grau menor ou igual a n, tal que:

p(x;) = f(z;) 1=0,1,2,...,n

Demonstracgao:

Unicidade:

Sejam dois polinomios p1(x) e po(x) de grau menor ou igual a n com

p1($l):p2($l):f($l)v i:071727"'an

o polinomio p(x) = pi(z) — pa(x) tem no mdrimo grau n (porque é a diferenca entre dois
polinémios de graun), e tem (n+ 1) zeros diferentes, a saber x;, i=0,1,2,...,n. Logo, p(x)
€ necessariamente nulo.

Entao, p(z) = 0 e portanto, p1(x) = pa(z).

Existéncia:

Construiremos o polinémio interpolador p(x) explicitamente com a ajuda dos polinémios L;(x), i =

0,1,2,...,n, de grau menor ou igual a n, para 0s quais
1 i=k
Li(xy) = .
0 i#k.

Os seguintes polinémios, chamados polinémios de Lagrange, satisfazem as condi¢des acima:

Li(z) = (r—zo)(x—21) .. (7 —2i 1) (T —2i11) .. . (7 — Tp)

(i — wo) (x5 — 1) .. (@ — 21) (@ — Tig1) - - (T3 — Tn)
() — (z —x0) (x—m1) (x —xi—1) (2 —2i41) (z — xp)
L) = o @) @) (@ — i) @ — )
-1 :C__:Z

P?‘k
NO

A solugao p(x) do problema de interpolagao pode ser agora expressa diretamente em termos dos

polinémios L;(x).

p(@) = F(x0)Lo(x) + F@1)L1(x) + Fe2)La(@) + ..+ F(@a)La() = i Fx) ﬁ © — i)

=0 i — k)

BN

Exemplo: Dados os seguintes pontos de suporte encontrar o polinémio interpolador.

z [ -1 0 2
f@) 4 1 -1
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Pela forma de Lagrange temos,

p(x) = f(xo)Lo(z) + f(z1) L1 (x) + f(x2) La()

onde
(x—21) (x—29)  (-0) (z-2)  =x(xz—-2)
o) = e T o) (1 0)(1-2) 3
Ly(x) = (. —xo) (x—x29) (:17—1—1) (z—2) (:E+1)(:E—2)
! (1 —0) (w1 —a2)  (0+1)(0—2) )
Lo() = (x—20) (x—21) (@+1)(x—-0) =(x+1)
2 (z2 —20) (xa —21)  (24+1)(2—0) 6

e o polindmio interpolador

() :4:1:(:173— 2) +1(:17—|—12(2:17—2) n

Podemos obter o polindmio interpolador de outra forma. Sabemos que o polimoémio interpolador

existe, é Unico e tem grau menor ou igual a n, logo podemos escrevé-lo como
2
p(x) = ap + a1z + asx” + ... + apa”
mas temos que

p(x;) = f(x;), i #x, para i#k i=0,1,2,...,n

assim
para 1 =0 = ag+aixg+ aziﬂg +...F+anrg = f(20)
para i =1 = ag+a@1 +ari+...+aal = f(x1)
para i =2 => ag+ @@ +ari+...+aal = f(x2)
para i =n = ag+ a1y + a27% + ...+ apz? = f(zy)

logo temos um sistema de equagcoes algébricas lineares para determinacao dos coeficientes do polindmio

interpolador. Na forma matricial,

1 zg a3 a3 - af ag f(zo)

1oz oaf 2 - af ax f(z1)
2 3 n

Iz a3 a3 -+ xy az f(z2)
1 2 3 ... n

xr3 x5 13 xh as f(xs)

O an f(zn)
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A matriz de coeficientes do sistema é uma matriz de Vandermonde e como as abcissas x; sao distintas
seu determinante é diferente de zero. Logo este sistema possui solucao e ela é tnica. Esta forma de
obtencao do polinémio interpolador é pouco usada, visto que envolve a resolucao de um sistema linear.
Ademais esta matriz de coeficientes tende a ser mal condicionada se duas abcissas estao préoximas.

Exemplo: Dados os seguintes pontos de suporte encontrar o polindémio interpolador.

z | -1 0 2
f@)| 4 1 -1

A principio o polinémio interpolador tem grau igual a 2, logo,

p(x) = ap + a1z + agz?

para os pontos de suporte

p(zo) =p(—1) = ap+ a1xo+ agzng =ap+ai(—1)+ax(—-1)2? = ag—a;+az = f(xg) =
p(r1) =p(0) = ap+ar1z1 + ax? = ag + a1(0) + az(0)? = aq = f(x1) =
p(r2) =p(2) = ap+ar1z2 + ar3 = ag + a1(2) + az(2)? = ag+2a;+4ay = f(x2)=

resumindo temos o seguinte sistema linear

1 -1 1 agp 4
1 0 0 ap | = | 1
1 2 4 as -1
resolvendo o sistema obtemos ag = 1, a3 = —7/3 e as = 2/3. Portanto

7 2
=1—— “..2
p(x) = 3:E—|—3:E

A seguir, estudaremos o erro cometido por aproximar uma fungao f(z) por um polindémio inter-

polador.

Erro na Interpolagao Polinomial

Sendo conhecidos os pontos de suporte (x;, f(x;)), ©; # xg, @ #k, i =0,1,2,...,n. Desejamos
agora saber como o polinomio interpolador p(x) aproxima f(x) para argumentos diferentes de z;. Ou

seja, estamos interessados em conhecer o erro f(x) — p(z).

Teorema 4.1.2 Se f(x) € (n+1) vezes diferencidvel, entdo para todo argumento T existe um nimero

a no intervalo [z, x,], que contém T e todas as abcissas de suporte, satisfazendo

L w(@ ()
 (n+ 1)
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onde w(x) = (x — xo)(x — z1)(x — 22) - - (. — Ty).

Demonstragao: Seja p(x) o polinémio interpolador da fun¢ao nos pontos z;, € seja T # x;. Pode-se

encontrar uma constante k tal que a funcao
F(z) = f(z) = p(x) — k- w(z)

se anule para x = T, isto €,
F(z)=0

logo F(x) tem (n + 2) zeros, a saber, x;; i = 0,1,2,....,n e . Pelo teorema de Rolle, aplicado
sucessivamente, F'(x) tem no mdrimo (n+ 1) zeros, F"'(z) tem no mdximo (n) zeros, F"'(x) tem no
mdzimo (n — 1) zeros e finalmente F"D () tem um zero a € [xq, ).

Como p(x) é um polinémio de grau n, logo p" ™) (x) = 0 e entdo podemos calcular F("V (x),
FOD () = f D () — 0 — k(n + 1)!

avaliando a funcdo acima em T = «
Ft () =0 = () =0 — k(n+1)!

explicitando k,

_ ()
k= (n+1)!
logo em =%
F(#) - pl@) = () = 2D i) ).
(n+1)!

Forma de Newton

Ja vimos que podemos obter o polinémio interpolador através dos polinémios de Lagrange ou via

sistema linear. Embora a forma de Lagrange seja interessante teoricamente, ela nao é, em geral,

adequada para cédlculos reais, particularmente para um grande nimero de pontos de suporte.
Desenvolveremos a seguir, outra forma de obtencao do polinémio interpolador, chamada Forma

de Newton.

Definigao: (Diferencas Divididas)

As diferencas divididas sao definidas pelas seguintes relagoes. Dados os pontos de suporte
(@i, f(24)),1=0,1,2,...,n,
flzg) = f(zj), 7=0,1,2,...,n

Para r=1,2,...,n

fleicn, o mie 1, ] — flog, 0, @]
Ljtr = Tj

flzg i, o T, Tjr] =

Podemos entao montar uma tabela com as diferencas divididas, como abaixo
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Dif. Ordem 0 Dif. Ordem 1 Dif. Ordem 2 e Dif. Ordem n
T flzj] fleg ozl flog, x4, 240]
T flzo]
T fla] flzo, 1]
T2 fl2] fle1, z2] flwo, z1, 23]
Tn flzn] flTn_1, 0] flen—2,2n-1,20] - flxo, 1,22, ..., Tn_1, Ty

Para o caso em que as abcissas de suporte sao uniformemente distribuidas poderiamos definir
as chamadas diferencas regressivas:
0r _ C_
\Y f] _f(:EJ)v J —0,1,2,3,...,1’L
Para r=1,2,...,n

V=Vl =V Ly, §=0,1,2,3,...,n

Da mesma forma podemos montar uma tabela com as diferencas regressivas.

z  VYf Vi  V2f
o VOfi

x1 VO Vfi

e VVfs Vify V2fy

Tn vofn vlfn vzfn vnfn

Agora podemos usar as diferencas divididas para obter a forma de Newton do polinémio inter-
polador.

Uma importante observacao deve ser feita sobre as diferencas divididas (ou regressivas). As
diferencas divididas sao invariantes a permutagoes de seus indices, ou seja, a ordem dos pares (z;, f(x;)),
no esquema de cdalculo das diferencas divididas é arbitraria, nao sendo portanto obrigatdrio que

To <11 < T9 < ...< Ty Porexemplo,

f[$07$17$2] = f[$07$27$1] = f[$17$07$2] = f[$17$27$0] = f[$27$17$0] = f[:EQa:EOa:El]

Forma de Newton
O principio da forma de Newton é escrever o polinémio interpolador (que é tinico), da seguinte maneira,
p(x) =ap+ a1(z — xg) + as(x — zo)(x —x1) + ...+ an(z —xo)(x — 1) .. . (T — Y1)

resta entao, determinar os coeficientes ag, a1, . . ., ay.

Faremos a construcao do polinomio interpolador da seguinte forma; inicialmente construiremos
po(z) que interpola f(z) em x = xg, a seguir determinaremos p;(x) que interpola f(x) em z = x
e x = x1, depois encontraremos po(x) que interpola f(z) em z = zg, z = 1 e © = T2 , e assim
sucessivamente até encontrarmos p,(x) = p(x) que interpola f(x) em = = zg,z = x1,...T = Xy.

Seja po(x) o polindomio de grau 0 que interpola f(z) em z = zy. Logo po(x) = f(xo) = f[zo].
Mas

flz] = flzol — f(z) — f(zo)

f[:EOv:E]: =
Tr — X0 Tr — X0




138

f(x) = f(zo0) + flxo, z](x — x0)
NN R 7

po(x) Eo(z)

Onde Ey(x) é o erro cometido quando interpolamos f(z) por po(z).

Seja agora pi(x), o polinémio de primeiro grau que interpola f(z) em x = xy e z = x1. Logo,

flz] = flzol
flwo, z1, 2] = flw1, 20, 7] = f[iUOv‘Z] :ﬂ‘rh%] - — :E(:]E — $1f[$1’$0] -

_ Il = flwo] — Sz, mo] (2 — x0)

(z — xo)(z — x1)
logo

f(z) = f(xo) + flo1, zo](z — x0) + flzo, 1, 2] (x — z0)(x — x1)

pl(-'E) El(m)

logo,
pi(x) = f(20) + flzo, 21](T — 20)
Er(z) = flzo, 71, 2](z — z0) (7 — 71)

Obviamente, podemos ver que p1(x) interpola f(x) em zg e 7.

J& construimos po(x) e p1(x), vamos agora construir ps(z), o polindémio que interpola f(x) em

Zo, 1 € T2.
Analogamente,
o, | — flT1,x
flw1, zo, 7] — flw2, 21, 70) Lz !Ll—ﬂ 1:79 ~ flwz, 21, o]
flxo, x1, x2, ] = flxe, 21,20, 2] = x—x - T — X9 -
x| — flx
w _f[$17$0]
(Z]L'—ZL'l _f[:L'Qv:Ela:EO]

Xr — X9

flz] = flzo] — flo1, zol(z — x0) — flz2, 71, T0) (T — 20) (T — 71)
(z —xo)(z — x1) (T — 22)

logo

f(@) = flzo] + flwo, 21](x — xo) + flwo, 21, 22| (¥ — @0) (x — 21) + flT0, 71, T2, | (T — T0) (T — 71)(T — 72)

p2(x) Es ()

Entao

p2(x) = flxo] + flxo, z1])(xz — o) +f[z0, 1, 22] (T — 20) (2 — 71)

p1(z)

Es(r) = flzo, 1, 2, 7](x — 20) (7 — 1) (T — 22)
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Pode-se verificar que po(x) interpola f(x) em xg, z1 e z2.

Aplicando o mesmo procedimento sucessivamente para

€, L1, L2, T3
XLy L1, L2, T3, T4
XLy L1, L2, X3, T4, L5

Ly L1y L2, L3y L4y L5y« ..y Ty
obtemos a forma de Newton para o polinémio interpolador que interpola f(z) em zg, 1, Z2,. . ., Ty.
pn(x) = flzo] + flzo, z1](x — x0) + flxo, 21, 22)(x — 20) (T — 1) + . . .
+flzo, z1, .. s xp)(x — 20)(x — 1) .. . (T — Tp—1)
ou ainda
pr+1(x) = pr() + flxo, 1, .. -y 1] (x — xo)(z — 21) . .. (& — xp)
logo os coeficientes ai, k& =0,1,...,n sao dados por
ar = flwo, 1, ..., k]

Neste caso temos a seguinte expressao para o erro

E,(x) = flzo,z1,-. ., Tp, x)(x — 20) (. — 21) . . . (. — 2)

Ja tinhamos deduzido uma férmula geral do erro para a interpolacao polinomial,

w(@) [ (a)

OS [:E(]a $n]

onde w(z) = (x — xg)(z — z1)(x — x2) - - - (z — x,), como w(Z) # 0, temos que igualando as duas

expressoes para o erro

f(n—i—l)(a)
(n+1)!

que relaciona derivadas e diferencas divididas.

flxo, 1, ..o xp, x] = a € [z, Ty)

Vantagens da Forma de Newton

Como as diferencas divididas sao invariantes a permutagoes dos pontos de suporte, podemos avaliar
o polinomio interpolador em qualquer ordem, assim como adicionar pontos de suporte novos sem
que haja necessidade de iniciar os calculos novamente, como ocorre com outras formas do polinémio
interpolador. Além disso, podemos avaliar o polindmio de uma maneira mais econémica através da

forma dos parénteses encaixados ou esquema de Horner, que é,

p(z)=(..(an(z —xp_1) +an-1)(z—2p—2)+...... +a1)(z— xo) + agp

Exemplo: Dados os seguintes pontos de suporte encontrar o polindmio interpolador na forma de

Newton.
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Montando a tabela de diferengas divididas.

Dif. Ordem 0 Dif. Ordem 1 Dif. Ordem 2

T flj] flwg; @] flwg; @i, w40]
rg=—1 flwog] = 4
Tl = 0 f[:L'l] =1 f[:L'Q,:El] =-3
Ty = flza] = —1 flzr,m) = =1 flzo, x1,20) = §
onde
_ flm] = flwe) . 1-4
flxo, z1] = prma o 3
~ flwo] = flr]  —1-1
fley, o] = P S =1
_ flv, o] = flwo,a] - —1-(=3) 2
flzo, z1, x2] = pra— 21 "3

p(x) = ap + a1(z — xo) + az(x — zo)(x — x1)
p(x) = flzo] + flzo, 1](x — z0) + f[z0, 21, T2| (T — T0)(T — 71)

plr)=4—-3(x+1)+ g(:n—l—l):n



Fenémeno de Runge

Interpolacao por Splines

Referéncias:
Stoer e Burlisch - Albrecht - Ruggiero e Lopes

Exemplo:
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Considere o reservatério abaixo para o qual temos a seguinte tabulacao de recalque e rendimento.

H/h| 60 70 80 90
% 0,70 063 057 0,50

Ache uma interpolante para esta tabela.
p3(z) = ag + a1 (x — xp) + as(z — zo)(x — x1) + az(x — x0)(z — 1) (x — x2)

onde os coeficientes sao dados por

S~

o]

ap = f[
a1 = f[zo, z1]

az = f[xo, x1, 2]

az = flxo, r1, T2, T3]

Montando uma tabella de diferencas divididas obtemos

ag = 0.7000

ap = —0.0700

az = 0.0050

a3 = —0.0033
Portanto

p3(x) = 0.7 — 0.07(z — 6.0) + 0.005(z — 6.0)(2 — 7.0) — 0.0033(x — 6.0)(x — 7.0)(x — 8.0)



Chapter 5

Método dos Minimos Quadrados

Como na interpolagao temos uma fungao f(xz) conhecida somente em alguns pontos
(zo, f(0)), (z1, f(x1)), .., (n, f(x,)) e desejamos conhecer o valor da fun¢do num ponto Z, ou seja,
queremos calcular f(Z).

Vimos que a interpolagdo polinomial realiza esta tarefa. Entretanto, devido as caracteristicas
dos polinomios de alto grau geramos uma curva nao suave. Em varios problemas estamos interressados

em aproximar a fun¢ao f(z) tabelada por uma curva suave.

Na interpolacao a curva gerada contém todos os pontos de suporte. Agora queremos buscar uma

curva que aproxime f(z) sem que necessariamente contenha estes pontos. Basta que a curva passe
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perto dos pontos de suporte.

De uma maneira geral queremos ajustar uma curva com a seguinte forma

pm(®) = aogo(z) + a191(v) + azg2(x) + . .. + amgm()

onde as go(x), g1(x), g2(x), ..., gm(x) formam um conjunto de fungdes linearmente independentes.

Logo, para cada um dos pontos temos um desvio
0i = pm(x;) — f(x); 1=0,1,2,....n

No caso de polindmios teriamos trés casos:

1. Se m =n — temos o caso da interpolacao polinomial que pode gerar uma curva nao suave;

2. Se m > n — terfamos que adicionar m — n pontos para que tenhamos o nimero de pontos

igual ao nimero de incégnitas e recairiamos no caso anterior;

3. Se m < n — neste caso temos que a curva nao passaria por todos os pontos, porém seria uma

curva suave.

Logo o caso desejado é o terceiro.

Queremos que os desvios sejam minimos, uma maneira de fazer isto é minimizar a soma
n

> 6 =00+01+0+...0,

i=0

Entretanto, os desvios podem se cancelar, a solugao é minimizar a soma dos valores absolutos

dos desvios

n

Z|5i|:|50|+|51|+|52|+...|5n|
i=0

que no entanto nao é derivavel no ponto 0.

Enfim, a melhor escolha é minimizar

n

D6 =6 +01+8+...0,
=0
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Dai o nome Método dos Minimos Quadrados.

Temos que minimizar a fungao

Z[pm (zi) — 517@)]2

M:

s
Il
=)

ou

n

=" [aogo(x) + arg1(z) + . .. + amgm(x) — f ()]
=0

'MB

~
Il
=)

Como sao dados z;, f(z;) e os gi(z), as incégnitas do problema sdo os coeficientes a;. Visto que temos
(m + 1) incégnitas, para minimizar a fun¢ao acima, precisamos calcular as derivadas da fungao em

relacao a cada uma das varidveis ag, a1, as, . . ., a4, € iguala-las a 0. Isto é,

0 [¢ 2|

Day 2(&') =0

0 [v 2| _

Dar Z;(&) =0

a__zn:(é)g_ _ 0 (m + 1) equagoes
day — ‘ B

n
0 N2 —
i (07 = 0
As equagoes acima podem ser escritas compactamente na seguinte forma.
a n
—lz((w]:o j=0,1,2,...,m
aaj i—0

este sistema de equacoes é chamado Equagoes Normais.

Vamos expandir este sistema. A derivada da soma é a soma das derivadas, logo

[Z ] Z Ty j=0,1,2,...,m
aaj = aaj = Ja;j
entao

" 06

Zéialzo j=0,1,2,....,m

i—0 Y%

09;
da;’

Vamos agora calcular o termo -~
j

O desvio §; é dado por

8 = pm (i) — f(x:)



portanto
o = B laogo(w) + mgn )+ + ajgs(a) + ..
= 0—1—0—1—...—|—gj(:17i)—|—...—|—0—0
= g;(x)
Como
" 96
Zéialzo j=0,1,2,....,m
i—0 9%

substituindo a expressao calculada para gai?
j

Z 5Zgj(:171) =0
=0

i=0,1,2,....m

mas novamente ; = pp,(z;) — f(z;), logo
n
> laogo(@i) + arg1(x:) + . . . 4 amgm(z:) — f(z)] gj(z) =0 j=0,1,2,...,m
i=0
n
> laogo (i) g;(xi) + arg1(2:)gj(x:) + - . - + amgm (w:)g;(x:) — f(i)gs(z:)] =0;  j=0,1,2,...,m
i=0
ou
n
Zaogo ;) g5 (;) ngl i) g5(wi) + . .. Zamgm zi)gi(zi) =Y flzi)gi(z); j=0,1,2,...,
=0 =0 =0 =0
colocando em evidéncia os coeficientes a;.
n n n n
ao Y _ go(w:)g;(x:) + a1y gi(wi)gi(zi) + -+ am Y gm(@i)gj(z) = f(zi)gi(zs); j=0,1,2,...
i=0 i=0 =0 =0

para cada valor de j temos uma equacao

ji=0 — ag zn:go(:ni)go(:ni) + a; zn:m(!l?i)go(iﬂi) + ...

i=0 =0

n n
=1 — a0 go()gi(zi) + a1 Y gi(wi)gi(wi) + .
i=0 =0

i=2 — ag zn:go(:ni)gg(:ni) + a1 zn:m(!l?i)gz(:ﬂi) +...

i=0 =0

j=m — ag Zgo(:ni)gm(:ni) +ax zn:gl(l"i)gm(:ﬂi) +...

i=0 =0
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+ amgm(wi) — f(24)]

n

+am Y gm(xi)go(z:i) =Y f(i)go(x:)

i=0 =0

n

+angm 517@ gl 517@ :Zf 5171 gl 517@

=0 =0

n

+ am Z gm($i)g2($i) = Z f(:El)g?(:El)

=0 =0
=0 =0



Que é um sistema linear simétrico com os coeficientes ag, a1, as, ..., a,;, como incognitas.

mente os coeficientes da matriz tém a seguinte forma
n
ag; = > ge(z)gj(z:); k=0,1,2,...,m; j=0,1,2,...,m
i=0

que reescrito na forma matricial torna-se

> go(zi)go(zi) D gi(xi)go(zi) Y ga(xi)gol;) > gm(@i)go(a:)

=0 =0 =0 =0

Y ogo(xi)gi(xi) Y gi(z)gi(zi) Y ga(wi)gr (i) > gm(xi)g1(i)

=0 =0 =0 =0

Y ogo(xi)ga(xi) Y- gr(zi)ga(zi) Y ga(wi)ga(wi) > gm(wi)ga(i)

=0 =0 =0 =0

> go(xi)gm(z) D g1(@)gm(xi) Y ga(@i)gm(i) Y gm(@i)gm(w:)

=0 =0 =0 i=0 4L

ao

ai

az

am
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Generica-

f(wi)go(z;)

-

-

~
Il
=)

f(zi)g1(i)

f(zi)g2(i)

-

~
Il
=)

n

> f(@i) gm (i)

=0

O caso mais freqlientemente usado em ajuste de curvas é o das fungoes polinomiais, isto é, p,, ()

tem a forma geral:

Pm(T) = ap + a1z + asx?® 4+ asz® + -+ - + apma™

ou
go(x) =1; gi(x) =z; galx) =2 -----  gm(x) = 2™
Neste caso o sistema linear se torna
n n n n n
D ST SF- SN oL > £
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
T Z:Ez Z:Es Z$m+1 a Zf(:nl):n
=0 =0 =0 =0 =0
n n n n o n
Z$2 Z 3 Z$4 - Z 22 ay | T Z f(:EZ):Ez
=0 =0 =0 =0 =0
n n n n n
Z ™M Z $m+1 Z $m+2 . Z $m+m G Z f(ZEZ)ZEm
i=0 i=0 i=0 i=0 4L J L i=0 J

que envolve n + 1 equagoes e n + 1 incognitas.




Exemplo: Seja a fungao tabelada abaixo:

z; \ 0 1 9 3 4
flz) [ 1100 1080 1040 960 840

Vamos ajustar uma pardbola aos pontos dados, ou seja, queremos achar
Pm(2) = az2® + a1z + ag = az92(x) + a191(z) + aogo(z)

O sistema linear para este ajuste é,

n n [ ] n
> 2 || a > flw)
i=0 i=0 i=0

n n n
Z z? Z z3 a; | — flxy)x
i=0 i=0 i=0
zn:a:?’ zn:$4 as zn:f(:n-):nz

(3

i=0 i=0 | L L =0 i

temos que calcular os seguintes coeficientes

4
Y 1=14+1+1+14+1=5
=0

4
dmi=motaitartastas=0+1+2+34+4=10
=0

i =af+at+as+ai+a]=0"+17+22+3"+4% =

M-

~
Il
=)

=0+1+4+9+16 =30

p=aytattas+al+al =0 4+1°+2°+ 334 4% =

M-

~
Il
o

=0+1+8+27+64=100

i =aj+ai+ay+ag+a;=0"+1"+20 431441 =

(2

M-

~
Il
o

=0+1+16+ 81+ 256 = 354

4

D f(@i) = fmo) + flar) + fm2) + flws) + f(z4) =

=0

= 1100 + 1080 + 1040 + 960 + 840 = 5020

Z f(wi)z; = f(xo)xo + f(w1)x1 + f(22)22 + f(23)73 + f(T4)T4 =

147



=1100-041080-1 + 1040 -2 4 960 - 3 4+ 840 - 4 = 9400

4

Y fl@)x} = flwo)ad + fx1)af + f(wa)xl + f(xs)al + f(za)a] =
=0

=1100-041080-1+1040-44960-9 4 840 - 16 = 27320

resultando no seguinte sistema linear

5 10 30 ao 5020
10 30 100 a; | — | 9400
30 100 354 as 27320

resolvendo, obtemos

aop = 1097, 714286

a1 = 4, 571428186

as = —17, 14285706

p(z) = 1097, 714286 + 4, 571428186 — 17, 1428570622
p(0) = 1097, 714286

p(1) = 1085, 142857

p(2) = 1038, 285714

p(3) = 957, 1434311

p(4) = 841, 7142857

Resumindo

fa) | p@) [ 6i=plx) — flw) |
0| 0 | 1100 | 1097,714286 —2,285714
1] 1 | 1080 | 1085,142857 5,142857

2| 2 | 1040 | 1038,285714 —1,714286
313 960 | 957,1434311 —2,8565689
4| 4 840 | 841,7142857 1,7142857

i |
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Ajuste de Curvas — Método dos Minimos Quadrados — Exercicios

1. Ajuste uma reta pelos pontos abaixo tabelados usando o método dos Minimos Quadrados.

z |1 2 3 4 5 6
flx) |05 06 09 08 12 15

2. Dada a funcao tabelada abaixo ajuste um polinomio de grau 2 (uma pardbola) a estes pontos,

usando o Método dos Minimos Quadrados.

x| f(x)
0,0 | 10,0
50 | 35,0
10,0 | 110,0
15,0 | 235,0
20,0 | 410,0

3. A tabela abaixo fornece o niimero de habitantes de uma cidade para os tltimos anos, em milhares
de pessoas. Ajuste uma reta (polinémio de grau 1) a estes pontos com o Método dos Minimos

Quadrados. A seguir estime a populacao desta cidade no ano de 1994.

Ano | 1989 1990 1991 1992 1993
Habitantes | 0,48 0,50 0,52 0,54 0,55

4. Dada a tabela abaixo do calor especifico da dgua em fungao da temperatura, achar ¢ = ¢(T') =
a+bT +dT? + eT3.

T(C) | o(T)
0 1.00762
5! 1.00392
10 1.00153
15 1.00000
20 0.99907
25 0.99852
30 0.98765
35 0.98000
40 0.97666
45 0.97000

5. Uma fungao f(z) que é integravel em [0,5] é conhecida somente em alguns pontos como mostra
a tabela abaixo. Pelo método dos minimos quadrados ajuste uma linha reta a estes pontos e

aproxime f05 f(x) dx pela integracao da reta encontrada.
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f(z)
4,1
6,5
9,0
13,2
17,1
20,1

—
Oooqw»—xo‘&

6. O numero de bactérias por unidade de volume existente em uma cultura apds = horas é apre-

sentado na tabela:

nhoras (¢) |0 1 2 3 4 5 6
n° bactérias/vol‘ 42 47 65 92 132 190 275

Se plotarmos a curva acima veremos que € do tipo exponencial, e devemos portanto ajustar uma
curva do tipo y = ab”.
Utilizando o Método dos Minimos Quadrados, obtenha os valores de a e b.
Sugestao:
y = ab®
logy = log ab®
logy = log a + log b*
logy =loga + xlogb
Y =A+BX
Solucgao:

Podemos resolver o problema como sendo o ajuste de uma reta aos pontos (z,logy). Isto é,

X | 0 1 2 3 4 5 6

Y ‘ 1,623249290 1,672097858 1,81291357 1,963787827 2,120573931 2,27875360 2,439332694

Para ajustar uma reta temos o seguinte sistema a resolver

n n n
A1+ BY Xy = Y
=0 =0 =0

n n
A X, + BY X} = DY ViX;
=0 =0 =0
6
I=1+141+1+141+1=7
=0
6

D Xi=Xo+X1+Xo+ Xg+ X4+ X5+ Xe=0+1+2+3+4+5+6=21
=0
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6

P XP =X XTI+ XI+ X+ XP+ XP+ XG =02+ 17422+ 37+ 42+ 57 4 6° =
1=0

=0+14+4+94+16+25+36=091

6
Y=Y+ V1 +Ya+ Y3+ Y+ Y5+ Ys =
=0

=1,623249290 + 1,672097858 + 1, 81291357 4 1, 963787827+

+2,120573931 4+ 2, 27875360 + 2, 439332694 = 13, 91070877

6
Y YiXi =YX+ ViXy+ Yo Xo + V3 X3 + Ya Xy + V5 X5 + Y5 X6 =
=0

=1,623249290- 0 + 1,672097858 - 1 + 1,81291357 - 2 + 1, 963787827 - 3+
+2,120573931 - 4 4 2, 27875360 - 5 + 2, 439332694 - 6 = 45, 70134837

Substituindo-se no sistema temos

TA + 21B = 13,91070877
21A + 91B = 45,70134837

resolvendo, obtemos A = 1,561970318 e B = 0,141757931. Mas,

A =log a=1,561970318 — a = 36,47290185

B =log b=0,141757931 — b =1, 385983087
Assim,
y = 36,47290185 - 1, 385983087*

. Mostre que a reta da regressao linear de x em y passa através do ponto (Z,y) que é a média dos

valores de x e y, isto é,




Solucao:

Por simplicidade de notacao omitiremos os sub-indices e super-indice dos somatérios.

Método dos Minimos Quadrados para a regressao linear podemos escrever:

(Zl)ao + (Zl'i)al = D w
(Zlﬂi)ao + (Ziﬂg)al = Zyzlllz

Substituindo a segunda equagao por ela menos o multiplo

T
>1

da primeira equacao obtemos

(Zl)ao + (Z:ﬂi)al = Zyz

EDS _ YT
) - e = S R
logo
DD S PIES
ap = 5 B}
Y1 ar — (@)
e

_ o AXvimi =Yy
ao—zl{zyz Z:Ezl le$?_(z$i)2 ]}

ou

ao

XY 2t | Xyimi Ly
X1 X1 $1%e} - (Ta)’

Sabemos que a reta da regressao linear é dada por
Y = a1x + ag

onde os coeficientes ag e a1 sao dados acima.

Vamos agora substituir o ponto médio na reta acima

T
a1 + ag :alm‘FaO:
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v L=y +Zyi_z$i Dyiwiy L=y > wy
Yiyal-(Cw)? [ (e+l) X1 X1 [ N1yl - (Cw)

0]
<

]
I
|

8. A intensidade de radiacao de uma fonte radioativa é dada por
I = Ipe ™
Determinar Iy e o para os seguintes resultados experimentais.

t]02 03 04 05 06 07 08
I316 238 1,75 1,34 100 0,74 0,56

Solucgao:
I = [ye

Aplicando logaritmo aos dois lados da equacao temos:
Inl=Inly— at

logo, podemos resolver o problema como sendo o ajuste de uma reta aos pontos (¢,1n I). Isto é,
y=a+tar=Inly—at=InT

assim, ag =1In Iy e a1 = —a.

t | 02 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
In | 1,150572 0,867100 0,559616 0,292670 0,000000 -0,301105 -0,579818

Como queremos ajustar uma reta temos o seguinte sistema a resolver

n
aozl + alZ:L'i =
i i=0
n n
aOZ:L"i + a12$? =
i=0 i=0
Ondez=tey=1Inl.

6
1=1+14+1+141+1+1=7
=0
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6
Z$i:$0+$1+$2+$3+$4+$5+$6
=0

=0,240,3+0,4+0,54+0,6+0,7+0,8=3,5

6
2 2 2 2 2 2 2 2
Z$i:$0+$1+$2+$3+$4+$5+$6

=0
=0,2240,3240,4240,5°+ 0,62+ 0,72+ 0,8 =
=0,04+0,094 0,16+ 0,25+ 0,36 + 0,49+ 0,64 = 2, 03

6

> fwi) = f(xo) + fz1) + fz2) + f(3) + fza) + flxs) + f(6) =

~
i
=)

=1,150572+ 0, 867100 + 0, 559616 + 0, 292670+

+0,000000 — 0, 301105 — 0, 579818 = 1, 989035

6
> f@i)mi = fzo)zo + f(x1)wr + f(z2)me + f(w3)xs

=0
+ f(xa)ws + f(5)25 + f(26)26 =
=1,150572-0,240,867100- 0,3 + 0,559616 - 0,4 + 0,292670- 0, 5+

+0,000000- 0,6 — 0,301105- 0,7 — 0, 579818 - 0, 8 = 0, 185798

Substituindo-se no sistema temos

Tag + 3,51 = 1,989035
3,500 + 2,03a; = 0,185798

resolvendo, obtemos ag = 1, 728292 e a; = —2, 888284. Mas,

ap =1n Iy = 1,728292 — Iy = 5,631027

a; = —a = —2,888284 — o = 2,888284
Assim,
I =5,631027¢ 583284

9. O calor especifico da agua, como uma funcao da temperatura, é,
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Temperatura (° C) Calor Especifico

20 0,99907
25 0,99852
30 0,99826
35 0,09818
40 0,09828
45 0,99849
50 0,09878

(a) Use interpolacao linear para estimar o calor especifico em 37° C.

(b) Ajuste uma reta pelo Método dos Minimos Quadrados aos pontos tabelados. A seguir,

calcule o calor especifico em 37° C.

Solucgao:
(a)

x—0,99818 3735
0,99828 — 0,99818 40 — 35

logo

2
=0, 00013 + 0, 99818 = 0, 99822

(b)
6 6 ] 6
Z 1 Z Z; ag Z f(z;)
i=0 i=0 = =0
6 6 6
Zlﬂi ZZE? ai Zf(l"z)l"z
Li=0 =0 1L 1 |i=0 |
mas
6
d1=7
i=0
6
> ai =245
i=0
6
> a7 =9275
i=0



10.

6
=0

temos entao,

resolvendo o sistema temos ag = 0, 998738929 e a; = —0, 0000065. Assim para 37°C temos

7 245

245 9275

ao

ai

f(:EZ):EZ = 244, 63075

6, 98958

244, 63075

CE = ap + a1z = 0,99878929 — 0, 0000065 - 37 = 0, 998498429
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Mostre que se fossemos ajustar um polinémio de segundo grau, pelo Método dos Minimos

Quadrados, a dois pontos somente, o sistema de equacoes lineares resultante terd um ndmero

infinito de solugdes, correspondente ao fato de que por dois pontos podemos passar um numero

infinito de parabolas.

Solucgao:

Polinomio de Segundo grau

logo

com somente dois pontos (xg, f(xg)) e (z1, f(x1)) temos

p(z) = ag + a1z + asx®

=0 =0

n n
DA
=0 =0

(zo+ 1) (2§ +a3)

(o +x1) (x5 +27) (2§ +af)

(x5 + 1) (xf +f) (a5 + 1)

ao
aq =

a2

ai

a2

(f(zo) + f(21))

(f(zo)zo + f(z1)™
(f(zo)xd + flx1)x

—h
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Vamos tentar resolver o sistema acima por Eliminacao de Gauss. Gruparemos o segundo membro

com a matriz de coeficientes para simplificar a notagao.

2 (zo +x1) (af + %) (f(zo) + f(z1))

(wo+x1) (2§ +a7) (zf+2f) | (flwo)zo+ flz)zr) | (i) « (i) —(zo+z1)/2(1)

(2§ +21) (af+21) (ag+21) | (flzo)af+ flzr)a?) | (i) « (i) —(af+=1)/2(1)

logo
2 (o + 1) (zf + =) (f(wo) + f(z1))
2 2
0 (22 + 22) — (ﬂﬂo—i-;h)2 (8 + 23) — (m0+m1)-;(m0+m1) (f(zo)wo + f(z1)z1) — (Io+r1)(f§ro)+f(r1)
2 2 2 2\2 2 2
0 (o) - Iy gty (D ()8 s p(a)ad) - DU e
2 (o + 1) (x5 + 1) (f(wo) + f(x1))
0 2m3+2m%—m§—2m0m1—$§ 213"'21?—933—;113—101%—93? 2f(ro)ro+2f(m1)m1—f(mo)moz—f(mo)m—f(m)mo—f(m)m
0 2mg+2m?—mg—m1mg—mgm%—m? 2m3—|—2m‘11—m3—2m(2)m%—m‘1l 2f(m0)m(2)+2f(m1)m%—f(mg)mg—f(mg)m%—f(ml)m(z)—f(ml)m%
2 (o + 1) (x5 + =) (f(wo) + f(z1))
0 x3 — 2xoxy + 23 3 —z123 — 22t + 23 | f(zo)zo — fl2o)1 — f(21)T0 + f(2T1)71
2 2 2
) domadomed el sd-2ddeet | faoed - fo)ed— @)ed + fe)ad
2 2 2




158

(f(zo) + f(21))

f(zo)(wo — 21) — f(w1) (20 — 71)

2

f(o)(af — aF) — f(@1) (2§ — 27)
2

(f(zo) + f(21))

(f(zo) = f(z1))(x0 — 71)

2 (zo + 1) (23 + 23)
0 (zo — x1)? (zo — x1)x§ — (z0 — @1)27
2 2
0 (vo — z1)2§ — (T0 — 71)7] (x5 — =1)?
2 2
2 (zo + 1) (:L"% + 22)
0 (o — 21)? (zo — 1) (xf — 27)
2 2
0 (zo — 1) (a§ — 27) (x5 — 27)?
2 2

Dividindo a segunda linha por (zg — 1) e a terceira linha por (z§ — x7

2

(f (o) — f (1)) (@ — 27)
2

2

2

)

2 (zo+x1) (ag+27) | (f(zo)+ f(x1))
o @o—z1) (x5 —23) | (f(xo) — f(21))
2 2 2
o ([@o—z1) (x5 —21) | (f(zo) — fla1))
i 2 2 2

Logo o sistema acima é indeterminado, visto que possui duas linhas iguais.

11.

Escreva um procedimento computacional, em pseudocddigo ou usando alguma linguagem de

programagao, para ler (n + 1) pontos conhecidos (z;, f(z;)) de uma fungao f(x) e um nimero

inteiro m, m < n, e a seguir, monte o sistema de equagoes lineares para a obtencao do polinémio

de grau m ajustado pelo Método dos Minimos Quadrados.

12. Ajuste aos seguintes pontos dados

w; | f(s)
—6 1
—4
—2

= ks OOy © O




uma curva do tipo:

B 1
B ag + a1x
Sugestao:
z=1/f(x)

Z=ag+ a1x

Solucgao:
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Logo, podemos resolver o problema como sendo o ajuste de uma reta aos pontos (z,1/f(x)).

Isto é,

T z =1/ f(z;)

—6 | 1/10=0.100000000

—4 | 1/9=0.111111111

—2 | 1/6=0.166666667
0 | 1/5=0.200000000
2 | 1/4=0.250000000
4 | 1/4=0.250000000

Como queremos ajustar uma reta temos o seguinte sistema a resolver

n
ao Z 1 + a Z T = Z Z
‘ —ri -
n Z’n n
agp Z ri + aq Z :Elz = Z 2i%g
i=0 i=0 i=0

Onde z = 1/f(z).

5
DI=1+1+14+1+1+1=6

Yowi=mot i+ aataztaatas=(—6)+(—4)+(-2) +0+2+4=-6
i=0

5
daf=af+ait a3+ ai+ai+al=(-6)7+(-4)+(-2)%+ (0% + (2)* + (4)?

=36+16+4+0+4+16 =76

§5 +21 422+ Y3+ 24+ —1+1+1+1+1+1 1,077777778
2 = 2 z Z z 25 = ~ T+ Tt T =1
Z':OZ 0 1 2T Y3 4 5 10 9 6 5 4 4

5

Z 2iTi = 200 + 2171 + 22X2 + 23X3 + 2474 + 255 =
=0
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:_.(_6)+_.(_4)+%.(_2)+é.(o)+_.(2)+i.(4):0,122222222

Substituindo-se no sistema temos

6ag — 6ay = 1,077777778
—6ag + T6a; = 0,122222222

resolvendo, obtemos ag = 0.196772487 e a1 = 0,017142857. Logo,

1

Y 0196772487 1 0, 017142857
Verificando

= = = ! = 10.64788720
Y0 = 0196772487 + 0, 017142857zo  0.106772487 + 0,017142857 - (—6)

= : = = = 7.800247578
YL = 0196772487 + 0, 017142857z,  0.196772487 + 0,017142857 - (—4)

= = = = = 6.154347199
Y2 = 0196772487 + 0, 017142857z, 0.106772487 + 0, 017142857 - (—2)

= = = = = 5.082011287
Y3 = 0.196772487 + 0, 017142857z5  0.106772487 + 0, 017142857 (0)

= = = = = 4.327913901
Y4 = 0196772487 + 0, 017142857z,  0.106772487 + 0,017142857 - (2)
Ys : ! = 3.768693923

- 0.196772487 + 0,017142857x5 - 0.196772487+ 0,017142857 - (4)

13. Sabendo-se que a dependéncia funcional entre a carga () de um condensador e o tempo ¢ é do

tipo Q = al0*, determinar a e k a partir da seguinte tabela:

t (segundos) | 05 06 07 08 009
Q (Coulomb) | 4,78 3,97 330 2,75 19

Solucao:

Podemos aplicar a funcao logaritmo de base decimal a ambos os lados da equacao sugerida, e

obteriamos:
Q = al0*
log Q = log(al0*)

= loga + log(10%)
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= loga + ktlog(10)
=loga + kt

que possui a forma geral

Yy =ag+ar

onde
y = log@
r=t
ag = loga
e
a1 =k

Devemos realizar um ajuste de uma reta pelo Método dos Minimos Quadrados aos pontos (x, y) =
(t,log@). Assim

z=t | 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
y=1logQ || 0679427897 0,598790507 0,518513940 0,439332694 0,278753601

n
apd 1 + a Yy z = > u
; = ;
n Z’I’L n
ag Z T + ay Z x; = Z Yi®;
i=0 i=0 i=0

4
1=1+14+141+1=5
=0

~

4
Y wi=mo+a1+ra+a3+24=054+06+07+08+09=305
=0

4
> af =af+at 4+ 23+ a5 4+ a5 = 0.5+ 0.6+ 0.7 +0.8% + 0.9 =
=0

= 0.25 + 0.36 + 0.49 + 0.64 + 0.81 = 2,55

dyi=vyo+yityztys+y=
=0
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= 0,679427897 + 0, 598790507 + 0, 518513940 + 0, 439332694 + 0, 278753601

= 2,514818638
4
Z Yi%i = YoTo + Y101 + Y22 + Y3T3 + YaTa =

=0

=0,679427897- 0.5 4 0, 598790507 - 0.6 + 0, 518513940 - 0.7+
+0,439332694 - 0.8 + 0,278753601 - 0.9 = 1, 664292406

Substituindo-se no sistema temos

5a0 + 3,541 = 2,514818638
3,500 + 2,55a; 1, 664292406

Resolvendo, obtemos
ap = 1,175528212 e a3 = —0,960806406
Mas

ap = loga = 1,175528212 = q = 10% = 10175928212 — 14 98056564

a1 = k = —0,960806406
Enfim a curva ajustada é

Q = al0* = 14, 98056564 - 10~0:960806406¢



Chapter 6

Integracao Numérica

6.1 Introducao

Calcular integrais definidas de uma dada funcao real f(x),

b
| @ ds.
é um problema cléssico. Para alguns integrandos f(z) simples, a integral indefinida
[ f@)de = Pa) +C. F(@) = f(@)

pode ser obtida como uma expressao em x. Entao,

/a " b dw = F(b) — Fla).

No caso geral, entretanto, integrais definidas sao calculadas com métodos numéricos que aproximam a
integral por somas finitas associadas a alguma parti¢ao do intervalo de integragao [a, b], esses métodos
sao chamados de integracao numérica ou quadratura numérica.

A forma geral das regras de integragao numérica é:

b P
| @) dom - wif (@)
@ i=1
onde
e 1; sao chamados pontos de integracao;
e w; sao chamados pesos dos pontos de integracao;

e p é o numero de pontos de integragao;

Ordem de uma regra de integracao

Chamamos de ordem de uma regra o grau do polinémio de mais alto grau integrado exatamente pela
regra de integracao. Por exemplo, se uma regra integra sem erros qualquer polinémio de quinto grau,
esta regra tem ordem igual a 5.

163
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6.2 Regras de Newton-Cotes

A aproximagao das Regras de Newton-Cotes consiste em substituir o integrando f(z) na integral por
um polinémio interpolador, visto que integrar polinémios é uma tarefa facil. Ou seja, dada uma
partigao uniforme do intervalo de integracao se conhecemos (n + 1) pontos de uma fungao f(z), a

saber,

(w0, f(w0)), (21, f(21)), - - -, (%0, f(70))
(i, f(2i)) 1=0,1,2,...,n

que definem um polinémio interpolador p(z), assim temos

/bf(:n) dr ~ /bp(:n) dzx.
a a
Usando polinémios de diferentes graus obteremos diferentes regras de integragao.
Na forma de Lagrange o polindmio interpolador é escrito como
n n n
pa) =3 fleLia) = Y fla) ] L0

i=0 i=0 joogs (i T5)

Substituindo na integral do polinémio

/ab f(z)dr =~ /ab lz:g f($z)Lz($)] de = %f(:ni) /ab Li(z) dz

Para simplificar a integracao do polinémio interpolador podemos utilizar a seguinte mudanca de

variavel x = a + ht, onde h = (b — a)/n, temos entao que:

r=a+ ht
der =a-+ hdt
rj=a+hj
z; = a+ hi

r—xj=a+ht—a—hj=h(t—7j)
xi—xj=a+hi—a—hj=h(i—7j)
a=a+ht=1t=0

b=a+ht=t=5%=n
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logo,
T — T, h(t —j _(t—j
zi—x;  h(i—j)  (i—j)
n n .
Liw) = [ E=8—pp= J] =2
j=0,j71 T j=0#i "

A integracao do polinémio dara:

[wrar = [ d:cziz:;f(xi) [ i d:cziz:;f(:ci) [ e an =

0

= by f) /On%(t) dt =0 f(zs)o
=0

n
i=0
Observe que os coeficientes (ou pesos)

n
o = / gDi(t) dt
0

dependem somente de n; eles ndo dependem da funcdo f(z) a ser integrada, nem dos limites de
integracao a e b.

6.2.1 Regra dos Trapézios

Esta regra é obtida quando o grau do polinémio interpolador é igual a um (n = 1). Logo temos

b b 1
[ @ do [“pi@)de = 1Y f@dai = h{f(o)ao+ fanar)
a a 0

1=

onde pi(z) é o polinémio de grau 1 que interpola f(z) no intervalo [a, b]. Graficamente,

Vimos que
n
t—)
pit)= 1] —=
=042 )
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dessa forma

1 210 1
1 2 1
Oélz/ tdt = | — :l
0 2 0 2

Enfim
b
[ 1@y dw = (oo + sanant = h{fwo)5 + fan)g | = 3 1) + )}

que a expressao da drea de um trapézio com bases iguais a f(x¢), f(z1) e altura igual a h.

Podemos também usar a expressao do polinémio interpolador sem mudanca de varidvel, logo,

usando a forma de Lagrange para o polindmio interpolador temos

(z — x1)
(zo — 21)

) (r — )

(1 — o)

pi(z) = f(xo)Lo(x) + f(21)L1(x) = f(xo) + [

onde rg =aex; =b.

Substituindo p;(z) na integral temos

/abf(:E)dZL' / [ (r=o) —I-f(:El)L:EO))] dx

SL"O —1171) (1171 — X

= [ ooy [ o] a

_ flxo) ™ flx) ™
_7)/% (r —x1) dx + 7)/% (r —zp) dx

(xg — 1 (1 — w0
fzo) [? T @) [e? "
= —— |7 —xniz| + ——— |7z
(:E(] — :El) L 2 - (:El — :E(]) 2 -
~ fxo)  [af g flzy) ] x|
= (:170 — :El) - 2 121 9 + 2120 | + (1171 — 1170) 5 o1 5 +
 f(wo) [ a? g flx1) |af p
= (2o — 1) - 5 + x1Z0 9 + (1 —a0) | 2 Tox1 + — 7
f (o) g g flx1) |af g
N (:El — :E(]) L 2 T1%0 + 2 + (:E1 — :170) 2 - + 2
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N 2(51(?]10) [ZE% — 23120 + 5173] + 2(51(:17—1?170) [ZE% ~ 20071 + 25
f(@o) 2 fla1) 2

= 3y —20) [z1 — xo]” + 3021 — 7o) [71 — z0]

= 190 gy o)+ L8 oy ) = 2 [5(a0) + o)

Que é a area de um trapézio delimitado por pi(z) e pelo intervalo [a, b].

Entretanto, se utilizamos somente um trapézio (um dnico polindémio de primeiro grau) para

aproximar a integral podemos cometer erros significativos, como no exemplo abaixo,

Uma maneira de contornar este inconveniente sem ter que aumentar o grau do polinémio inter-
polador é utilizar a regra dos trapézios em sub-intervalos definidos a partir de uma particao regular

do intervalo de integracao [a, b].

Desta forma dado o ntimero de sub-intervalos N, cada um teria um comprimento igual a h =

b R,a. Assim para um sub-intervalo genérico [x;, ;1]

[ @y [ nie) = 5 1) + S

1
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Como temos NN sub-intervalos a aproximacao para a integral sera igual a soma das contribuicoes
elementares de cada trapézio. Isto é,

Nl th

[ s S+ fn] = 5 3 @) + fo)]
=0

6.2.2 Regra de Simpson

A regra de Simpson é obtida quando o polinomio interpolador tem grau igual a 2. Entao,

/abf(:n) dz ~ /abpg(:zt) dz

onde pa(z) é o polinémio de grau 2 que interpola f(z) no intervalo [a, b]. Graficamente,

Usando a forma de Lagrange para o polinémio interpolador

n

:z":f% H :L"—:L"J

(¢ —x
i= j=0,j#i ~" )

p2(x) = f(z0)Lo(z) + f(z1)L1(z) + f(x2)La(z)

(z — x0)(x — x2)
(z1— o) (21 — 22)

(z —x1)(x — 22)
(zo — 1) (w0 — 22)

p2(x) = f(xo) + f(21)

onde zop =a, 1 = (a+b)/2 e zo = b.

Substituindo na integral do polinémio

/abf(:n)d:n /m [Z 11 _%] dw—Z/ {

dx
_:L«j
i=0 j=0,j#i * J=0,57#i

Como fizemos na regra dos trapézios podemos utilizar a mudanca de varidvel sugerida.

/bp(:n) dr =hY f:) /On pilt) dt = hS fx)o
a i=0

onde
n n t— ]

para n = 2

b 2 2
/ pa(x) dz =h'S f(:ni)/o o) dt=h' f(zi)ay
@ i=0 i
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=i e a= [ 2

S )
J=0,j7#i

Portanto

24 _1¢-2 12, 1/8 12 1
— dt=—- [ (2—3t+2)dt=-(2—=244)=-
a0 = / 0-10-2 2/0( +2) 2(3 5 T ) 3

2+—-0t—2 2 8 4
— T e T ar=— (S —4) =
M= 1012 /0( ) (3 )

_[Pt—-0t—1 / b dt — (___)_1
= 5o 1 %3 3

que fornece o seguinte valor aproximado para a integral

[ 1@ e [ pate) de =2 50) + a0 + st2)

Esta é a chamada Regra de Simpson.
Como na regra dos trapézios se utilizarmos somente um polinémio de segundo grau podemos

cometer grandes erros, como mostra a figura abaixo.

Logo, para diminuir este tipo de erro devemos usar esta regra de forma repetida, semelhante-

mente ao proposto na regra dos trapézios. Aplicando a regra de Simpson a pares de sub-intervalos
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definidos a partir de uma partigao regular do intervalo de integragao [a, b].

Em um par de sub-intervalos genérico [x9;, X211, T2;42] & contribuigao elementar é

I = - [f(22:) +4f(22i41) + [(22i42)]

w| =

A aproximacao para o valor da integral é igual a soma das aproximagoes elementares obtidas para
cada par de sub-intervalos. Isto é,

-1

[ 1@y ar~ S () + a5 + o)

w2

Exemplos:
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Erro nas Formulas de Newton-Cotes

Trapézios

Da interpolagao polinomial, no caso linear,

1) = pla) = (o — o) — ) T2 o € (a1)
1) = (@) + (&~ aw)ar — ) L € (z0,m)

Integrando de xg a x1 temos

[ swae= [ swra= ["pw e [" - ae o 0

O

/: f(x) d:n—/mjlp(:n) dx = /mjl(:n—:no)(:n—:nl)f/;(;l) dz

ou ainda

Br=[" o)) dr= [ g e = 1 [ ) (0 o

0 2! 0

Note que Vr € (z9,71), w(z) <0, e se f’(x) é continua em [z, x1] existem m e M, tais que
m< f'(x) <M

e entao
m< f"(a) <M

como w(z) < 0 entao:

mw(z) > w(z)f’(a) > Mw(zx)

Integrando-se

/:1 mw(z) de > /:1 w(x) () do > /:1 Muw(x) dx
ou O O O

M/m1 w(x) de < /m1 w(x) () do < m/m1 w(z) dz (%)
zo zo T

Como w(z) < 0, entao:

/m1 w(z)dr <0

)

Dividindo-se as desigualdades () por

/: w(x) dx
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Resulta

| e@f (@) o

m < g <M

/z:l w(x) dx B

Do Teorema do Valor Médio para Integrais, temos que existe ¢ € (xg, 1) tal que

[ e@f @ de= 1) [ o) do

0 0

Logo,
= %/9: w(z)f"(a) de = %f”(c) /:1 w(x) dx, c € (xg, 1)

0
mas

/:1 w(z) dr = /:1(!13 —z0)(x — 1) dz = /m1 [:1:2 — (z -1-;1;1);1;4_;1;0:31} de —

0 0 zo
3 2 o 3 2 3 2
x x x x x x
= l? — (0 —1-1171)7 —I—:L"o:El:EL = ?1 — (o —1-:171)71 + 2073 — ?0 + (2o —1-1171)70 —xdr =
0

223 — 3(zo + x1)a? + 6z0x] — 223 + 3(xo + x1)2f — 62fw1

6
1
=% [2:171 — 32023 — 323 + 6xorT — 225 + 3x3 + 3wl — 6:1702171} =
1 (:El — :E0)3 h3
= 6 [ :131 —1—3:170:171 3:170:1:1 —|—:1:0] = _T = _E
Logo
1 1 1 h3
Er— - 1 / _ v
r=5f"(0) | w@)de =0 [ - ]
h3
ET = —Ef//(C)

Se utilizarmos a regra dos trapézios de forma repetida, para calcular o erro total devemos somar as

contribuicoes elementares do erro para cada sub-intervalo, assim

Ep=Y [_Ef//(ci)] ; ¢i € (Tis Tiy1)
i=0
Se f”(x) é continua em [a, b], podemos dizer que existe um ponto « € (a, b) tal que

N-1
Z f//(Ci)

f//( )_ =
Logo,
N-1 h3 N—1 3
Z l__f// ] E Z f//( Z) — _E f//( ) = (a’ b)
i= =0
h2 (b_a) " h2 17
= NS (@) = ~35(b— a)f"(a)
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Simpson

Procedendo de forma similar para a Regra de Simpson obtemos

5
Bs= " i0)  ac(ab)
ou
ht 4
Bsl=ss(b-a) | f@) | ae(ab)
Resumindo
Trapézios:
h2 1!
| Er|=15(b—a) | f(a) | a € (a,b)
Simpson:
ht 4
| Bs | = 10— a) | /() | o€ (a,h)

Entretanto as expressoes acima nao sao facilmente utilizadas devido ao desconhecimento do
ponto a. Logo podemos usar estas estimativas para determinar uma cota superior para o erro, isto é,
Trapézios:

h2
Er|< —(b—a)M
| Br |< 15— a)My
onde

M — 1!
9 argggblf (v) |

Simpson:
h4
Eg|< —(b—a)M
| Es [< 180( a)My

onde

_ (4)
My argggblf (v) |

Observagao:

Outra maneira de estimar se cometemos um grande erro numa regra de integragao é calcularmos
a integral com m sub-intervalos e a seguir aumentarmos o nimero de sub-intervalos, por exemplo 2m,
e compararmos os valores obtidos no dois casos, se a diferenca é grande devemos refinar ainda mais a

particao, senao usamos o resultado obtido como uma boa aproximagao da integral.
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6.3 Quadratura Gaussiana

As regras de Newton-Cotes que estudamos, Trapézios e Simpson, integram exatamente polinomios de
grau 1 e 3, respectivamente. A regra dos trapézios usa para isto 2 pontos de integracao e a regra de
Simpson 3 pontos de integracao. Queremos agora encontrar regras de integracao tais que usando-se
p pontos de integracao calcula-se exatamente a integral de um polinéomio de grau 2p — 1. Para isto
nao mais exigimos que os pontos de integracao sejam conhecidos e igualmente espacados como nas

férmulas de Newton-Cotes. Ja vimos que a férmula geral de uma regra de integracao numérica é:
b P
/ f(x) dx =~ Zwif(:ni) (6.1)
a i=1

onde: x; e w; sao respectivamente os pontos e pesos de integracao.

Nas regras de Newton-Cotes os pontos de integracao sao determinados a priori segundo uma
particao uniforme definida sobre o intervalo de integracao, e partir dos pontos de integracao calcula-se
0s pesos associados a cada ponto.

Nas regras gaussianas como ndo conhecemos os pontos nem os pesos de integragdo temos que
determina-los simultaneamente.

Podemos construir estas regras de varias formas, a mais intuitiva é descrita a seguir.

Inicialmente nos retringiremos ao intervalo de integragao [—1, 1].

Regra de Gauss com um ponto de integracao (p = 1)

[ 5@ demnpie

Para que a regra acima seja exata para polinomios de grau 2p — 1 =2 -1 — 1 temos que

1
/ (ag + a1x) dx = wy (ag + a121)
-1

ou

1 1
/ ag dx + / arx dr = wy (ag + a121)
1 -1

logo

1 1
ao/ 1d:1:—|—a1/ x dr = w (ag + a121)
-1 -1

2ap + 0a1 = wiag + wia1xy
como deve ser verdadeira para quaisquer ag € a1, temos

W1:2

W1:E1:0 — :E1:0

Logo,

[ 1@ de m o) = 250

-1
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Regra de Gauss com 2 pontos de integracao (p = 2)

/_11 f(z) dv = w f(21) + wa f(22)

Neste caso queremos que esta regra integre exatamente polindmios até grau 2p —1=2-2—1 = 3.

Com p(x) = ag + a17 + asz? + azr>. Neste caso:

/_11 p(z) dv = wip(z1) + wap(z2)

1
/ (ao + arz + agr? + a3$3) dx = wip(x1) + wap(x2)
~1
ou

1 1 1 1
ao/lld:n—l—al/l:z:d:z:—l—ag/lznz d:z:+a3/1:1:3 dr = wip(x1) + wap(x2)

2
ap2 + a,0 + (125 + a30 = wy [ao +ajxy + QQZE% + (Ig:Eﬂ + wo [ao +ajxo + QQZE% + agmg}

2
2ag9 + 0aq + gaz +0as = ag (w1 +w2)+ a1 (wrr1 + woza) + az (wliE% + WQLE%)

tag (w13 + woxd)

Como a igualdade acima deve ser valida para qualquer polinémio p(x), temos o seguinte sistema nao

linear:
w1 + wo = 2
wir1 + warg = 0
wlznf + wgzng = %
Wil + ward = 0

Resolvendo o sistema nao-linear acima obtemos:
w1 = 1, Wy = 1, I :—1/\/§e$2 = 1/\/3

Em geral para determinar uma regra de quadratura gaussiana de p pontos temos que resolver
um sistema nao linear de ordem 2p. Na verdade, os pesos e pontos de integracao sao determinados
de outras formas que nao envolvem a resolucao de sistemas nao-lineares, e sao calculados através de

raizes de polindmios ou resolvendo-se um problema de autovalor algébrico.

2P pene) e o1,1]

B = 5, 1) (2p)]
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Somente deduzimos as regras de integragao para um intervalo [—1, 1]. Se quisermos aplicar estas
regras a integrais de a até b precisamos de uma transformagao de [a, b] para [—1, 1].

Temos, entao,

/abf(t) dt —>/_11.7-"(:E) dx

usando a seguinte relagao:

; b—a +a—|—b
= T
2 2
observe que parax = —1 -t =aeparaxz=1—t =0, logo,
dt b—a b—a
— = dt = d
dx 2 ¢ 9

substituindo na integral

bf(t)dt:/_11f<b;a:n—l—a—2|_b>b_ad:r:/l F(x) dx

a

f($):b—af(bga$+a—2|—b>

A seguir apresentamos uma tabela com alguns pontos e pesos de integracdo das regras de

quadratura gaussiana.



Exemplo:

Tabela — Abcissas e pesos das regras gaussianas

Abcissas

Pesos

0,00000 00000 00000

2,00000 00000 00000

+/-0,57735 02691 89626

1,00000 00000 00000

0,00000 00000 00000
+/-0,77459 66692 41483

0,88888 83888 88889
0,55555 55555 55556

+/-0,33998 10435 84856
+/-0,86113 63115 94053

0,65214 51548 62546
0,34785 48451 37454

0,00000 00000 00000
+/-0,50846 93101 05683
+/-0,90617 97459 38664

0,56888 83888 88889
0,47862 86704 99366
0,23692 68850 56189

+/-0,23861 91860 83197
+/-0,66120 93864 66265
+/-0,93246 95142 03152

0,46791 39345 72691
0,36076 15730 48139
0,17132 44923 79170

0,00000 00000 00000
+/-0,40584 51513 77397
+/-0,74153 11855 99394
+/-0,94910 79123 42759

0,41795 91836 73469
0,38183 00505 05119
0,27970 53914 89277
0,12948 49661 68870

+/-0,18343 46424 95650
+/-0,52553 24099 16329
+/-0,79666 64774 13627
+/-0,96028 98564 97536

p=1
p=2
p=3
p=4
p=>95
p==6
p=7
p=38

0,36268 37833 78362
0,31370 66458 77887
0,22238 10344 53374
0,10122 85362 90376

177



178

Observacoes Finais:

e Todas as regras que aqui estudamos podem ser aplicadas as integrais duplas ou triplas. Basta

usar uma regra para cada varidvel de integracao.

e Devemos ajustar as calculadoras para radianos quando utilizamos as funcoes trigonométricas e

as regras numéricas de integracao.
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Integracao Numérica — Exercicios

1. Calcule as integrais abaixo pela Regra dos Trapezios e pela Regra de Simpson, usando quatro e

seis divisoes do intervalo de integracao.

(a) /12 e’ dx

o [ Vi
14 dl’
2 Vz

2. Avalie a integral abaixo usando a regra dos trapézios com 5 sub-intervalos.

(c)

1
/ sen (4z + 1) dz
0

3. Qual o erro maximo cometido na aproximacao de

4
/ (323 — 3z + 1)dx
0

pela Regra de Simpson com quatro sub-intervalos?

Calcule a integral pela Regra dos Trapézios e compare os resultados.

4. Determinar h, a distancia entre x; e x;11, para que se possa avaliar

w/2
/ cos x dx
0

com erro inferior a 1072 pela Regra de Simpson. Avalie esta integral por Simpson usando o
numero minimo de sub-intervalos em funcao da anélise acima. Calcule também esta integral por

Quadratura Gaussiana com 3 pontos e compare os resultados obtidos com o valor exato.

Solucao:

h4

_ (iv)
My Ogg/zlf (v) |

) (z) = cosz



180 x 107?

h4
/2

h =0,581819345

mas

s
= — = 2
n— o , 699800789

como n tem que ser um nuimero par faremos n = 4, assim,

s s s
:E(]:O, :Elzg, ZEQZZ, r3 = — :E4:§.

w/
/0 2cos:n dx ~ % [f(zo) +4f(z1) +2f(x2) +4f(x3) + f(za)] =

;—4 [cos(0) + 4 cos(m/8) + 2 cos(m/4) + 4 cos(37/8) + cos(mw/2)] =

™

2 [1,0000 + 3,695518130 + 1,414213562 + 1, 530733729 + 0] =

=1,000134585

5. Calcule pelo método dos trapézios

10
f(z)dz
0

onde f(z) é a fungao tabelada abaixo.

13,2
17,1
20,1

—
Oooqw»—xo‘&
©
o

180
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. Deduza uma férmula de integracao da forma,

[ 5@) dr = 0 (-0,5) +n f(0) +5(0,5)

que integre exatamente polinomios de grau < 2.

. Considere a integral
10
/ e ¥ dx =0,999955
0
Calcule por:

(a) Quadratura gaussiana com 6 pontos;
(b) Regra dos trapézios com 10 sub-intervalos;

(c) Regra de Simpson com 10 sub-intervalos;

Compare os resultados.

. Integre o polinémio de interpolacao linear de x; a x;41 e mostre que o resultado é a Regra dos

Trapézios para integracao numeérica.

. Calcule o valor aproximado de

06 dr
/0 14+

com trés casas decimais de precisao usando o nimero minimo de subintervalos e a Regra de:

a) Simpson;

b) Trapézios.

Solucao:
Como queremos trés casas decimais de precisao logo o erro deve ser menor que 0, 001.

a) Simpson;

h4
| ES |§ @(b— (I)M4

onde
M, = max ’f(4)(:n) , a<z<b
1
)= rz+1
FOG) =~
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1

@ () =2

Fo@) (z+1)3
1

B (p) =
@) 6(:17 +1)4
O (z) = 24#

(z+1)°

My = 24# 0<2<0,6

4 = max ($+1)5, SRR

mas o maximo de f(4)(z) entre 0 e 0,6 se d4 em z = 0. Portanto,
My =24

substituindo na expressao para o erro

4 h4

h
Fg|< —(®b—a)My=—7(0,6—-0)-24
| Bs < 1e5(b— a)My = =5(0,6 - 0)

na situacao mais desfavoravel teremos a igualdade
h4
| Es |= —=

0,6 — 0) - 24
150(0:6-0)

mas queremos que
| Eg |< 0,001
ou
h4

—(0,6 —0)-24 < 0,001
180(7 ) < Y

0,001 - 180
0,624

ht <
ht < 0,0125
h < 0, 334370153

mas

ou

~b—a  0,6—0
h  0,334370153

= 1,794418537
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Devemos usar um numero de divisdes para o intervalo de integracdo maior que 1,794418537.

Portanto usaremos n = 2.

06 do n/2-1,
/0 l+a ; g [f(@2) + 4 (22041) + f(@2i42)]
p_bma _06-0_
n 2

zi=a+ih=0+0,3i=0,3, =012

06 dx h hi 1 1 1
A — 4 = — 4

|~ L) + a0 + S = § [ A+ ]
. 0,3] 1 4 1 N 1 ]_Q3F+41_%1]
3 [14+40 140,33 1+40,6] 3 [1 1,3 1,6

= 0,4701923

a) Trapézios;

2

h
| ET |§ E(b—a)Mg

onde

Ms = max ’f(z) (z)

, a<x<b

F () = NEESIE

1

@ (p) =2+
fP () %$+U3

1

2(:13—1—1)3

My = max , 0<2<0,6

mas o maximo de f(2)(z) entre 0 e 0,6 se d4 em z = 0. Portanto,

My =2



substituindo na expressao para o erro

h? h?

na situacao mais desfavoravel teremos a igualdade
h2
Er|=—(0,6-0)-2
| T | 12( ) )
mas queremos que
| Er |< 0,001
ou
h2
—(0,6 —0)-2 < 0,001
B )

0,001-12
h2<’7
0,6-2

h? < 0,01
h<0,1

mas

ou

b—a 0,6-0
R 0,1

Portanto usaremos n = 6.

0,6 d - h
A ° ZE 517@ + f 517@—1—1)]

zi=a+ih=0+0,1i=0,1, i=0,1,23,4,56

:E(]:0,0—>:E1:0,1—>$2:0,2—>JE3:0,3—>JE4:0,4—>JE5:0,5—>JE6:0,6

/00’6 T g [f(zo) + f(21) + f(@1) + f(@2) + flx2) + flws) + f(x3) + f(24)

1+ 2

+ fza) + flas) + f(x5) + f(w6)]

184
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/0076 B D f o) + 2 (1) + 2f(2) + 27 (ws) + 2 (2a) + 2 (z5) + ()]

14z
_h[ ! + 2 ! + 2 ! + 2 ! +2 ! +2 ! + ! ]
2 1+ 29 1421 14 o 14+ x3 1+ 24 1+ x5 1+ zg
0,17 1 1 1 1 1 1 1
= - 2 2 2 2 2
2 _1—|—0+ 1+0,1+ 1+0,2+ 1—1—0,3+ 1+0,4+ 1+0,5+1+0,6]

=
—_

1 1 1 1 1 1 1
= Z 42 2 2 2 2
SR TR RS AR T R Wi 1,5+1,6]

B '1+21+1+1+1+1+1
2 (1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

=
—_

=0,470510739

Resumindo temos

06 ¢
/ T~ 0,4701923 (Simpson ¢/ 2 sub-intervalos)
o l+z

06 ¢
/ . f ~ 0,470510739 (Trapézios ¢/ 6 sub-intervalos)
0 €T

06
/ - f —ln (1 +2)0% =1n1,6 — In 1,0 = 0,470003629 (Exato)
0 €T

10. Dada a integral abaixo escolha os pesos e pontos de integracdo de Gauss para cada variavel de
forma que a regra calcule exatamente o valor da integral. A seguir use sua escolha para calcular

a integral.

/_11 /_11 {:E2y3 —|—:L'—|—:L'y} dx dy

Solucgao:
Nas regras de Gauss com p pontos integramos exatamente polinémios de grau 2p — 1. Como a

funcdo dada acima é um polindomio podemos integra-la exatamente.

Para a varidvel y temos um polinomio de grau 3. Logo temos que usar um regra de pelos menos
2 pontos de Gauss, posto que tal regra integra exatamente polinémios de grau 3 (2p — 1 =
2.2 —1=3). Logo,

/_11/_11 {:E2y3+:n+:ny}dmdy:

1 2
:/IZwi{mzyf—l—:n—l—:Eyi}dm:
—li=1
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- /_11 {w1 [21321/% +x+ :L"lh} + w2 [:ﬁy:} +x + :Eyz} } dr =

Usando os dados da tabela para p = 2

1 3 3
:/_1{—:E2<§> +$—$<§>+$2<§> +$+$<§>}d$:
:/_11{2:17}d:n:

Para a varidvel z temos agora um polindmio de grau 1. Logo podemos usar um regra de 1 ponto

de Gauss, que integra exatamente polinémios de graul (2p —1=2-1—-1=1). Logo,
1
= / {22} do =) 1wi(22;) = wi(221) =2-(2-0) =0
-1 i=1

Qual o erro maximo cometido na aproximagao de f(;l (323 — 3z + 1) dx pela Regra de Simpson
com quatro subintervalos?

Calcule por Trapézios e compare os resultados.

Deduza uma férmula de integracao para

I:/abf(:n)dzn

dividindo o intervalo em n sub-intervalos iguais de largura

Aproxime a integral para cada sub-intervalo pela drea do retangulo cuja altura é o valor de f(x)

na extremidade esquerda de cada sub-intervalo. A seguir use esta regra para aproximar

w/2
/ cos x dx
0

com n = 4.
Solucgao:
Teremos entao n contribuicoes de retangulos, uma para cada sub-intervalo.

Para um tnico sub-intervalo temos:
Area de cada retangulo = h - flxy); i=0,1,2,...n—1

A integral serd aproximada pela soma das dreas de cada retangulo, isto é:

n—1 n—1

[ 1@ =3 hesay=n Y s

=0 i=0
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14.
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Logo para a integral

w/2
/ cos x dx
0

comn = 4.

temos,

w/2 3
/ cos:nd:nzhz fxy)
0

=0

onde

h > fw) = hf(zo) + f(z1) + f(x2) + f(3)] =

=0

= h[cosxg + cos x1 + cosxg + cosx3] =

_T [cosO—i—cosz—I—cosz—l-cos:s—w—I—cosz =
-8 8 4 8 2]

% [1+40,923879533 + 0,7071067811 + 0, 382683432+ 0] =

= 1, 183465342

Calcule a integral abaixo pelo método dos trapézios com com 4 sub-intervalos.

Uma das maneiras de calcular o logaritmo natural de um nimero N é calculando a integral

/ N dx
1z
usando integragdo numérica, porque, para isso, sé é preciso calcular valores da funcao f(z) = 1/x.

Se for usado o Método de Simpson, pede-se o niimero minimo de subintervalos a dividir o intervalo

de integracao, para que tenhamos In N com erro inferior a 10™* em funcao de N.
Solucao:
O erro na Regra de Simpson é dado por

h4
Es=-—(b-a)f®¢ a<&<b



Neste caso temos

a=1
=N
h:b—a:N—l
n n
Ou ainda

h4

onde
— (4)
M,y Jnax, | £ (z) |

mas

portanto

24
My = max | — |=24
1<z<N ' x

A expressao para o erro toma entao a seguinte forma:

4

(N —1)° 24

N—1>4(N—1)-24

h
e |< 2 (b— a)M, =
| Bs < g5t~ a)Ma ( 180

n

No caso limite teridmos a igualdade

(N —1)5 24
Eg|= 72—
| Es | nt 180
ou
o1 — (N —1)° 24

nt 180

nt 180

188
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logo

. (N—=1)%24 5
— T ) 2% 1333.333333333(N — 1
" 10-4 180 ( )

n = 6.042750794(N — 1)°/4

Finalmente
n > 6.042750794(N — 1)°/4

15. Para a funcao tabelada abaixo, aproxime f15 f(x) dx pela Regra de Simpson.

z | 10] 1520253035 40] 45 ] 50
f(z) | 0,00 | 0,41 | 0,69 | 0,92 | 1,10 | 1,25 | 1,39 | 1,50 | 1,61

Solucao:
Vemos que as abcissas estao uniformemente espagadas no intervalo [1, 5], logo podemos utilizar

diretamente a Regra de Simpson com h = 0.5. Temos entao:

-1

[ 5@ e x B S (o) + S + faziea)

=0

3

Neste problema,

2
/15 f(z) dz =~ gz {f(w2;) +4f(x2i11) + f(T2012)} = %{f(l"o) +4f(x1) +2f(z2)+
i=0

+4(z3) + 2f (z4) + 4(25) + 2f (x6) + 4 (27) + f(2s)}

5 0,5
/ f(a) dz ~ == {0,00+4-0,41+2-0,69+4-0,92+2-1,10+4-1,25+2- 1,39+
1

0

5
12 124,29} = 4,048333333

+4-1,50+1,61} = =



Tabela — Abcissas e pesos das regras gaussianas

Abcissas

Pesos

0,00000 00000 00000

2,00000 00000 00000

+/-0,57735 02691 89626

1,00000 00000 00000

0,00000 00000 00000
+/-0,77459 66692 41483

0,88888 83888 88889
0,55555 55555 55556

+/-0,33998 10435 84856
+/-0,86113 63115 94053

0,65214 51548 62546
0,34785 48451 37454

0,00000 00000 00000
+/-0,50846 93101 05683
+/-0,90617 97459 38664

0,56888 83888 88889
0,47862 86704 99366
0,23692 68850 56189

+/-0,23861 91860 83197
+/-0,66120 93864 66265
+/-0,93246 95142 03152

0,46791 39345 72691
0,36076 15730 48139
0,17132 44923 79170

0,00000 00000 00000
+/-0,40584 51513 77397
+/-0,74153 11855 99394
+/-0,94910 79123 42759

0,41795 91836 73469
0,38183 00505 05119
0,27970 53914 89277
0,12948 49661 68870

+/-0,18343 46424 95650
+/-0,52553 24099 16329
+/-0,79666 64774 13627
+/-0,96028 98564 97536

p=1
p=2
p=3
p=4
p=>95
p==6
p=7
p=38

0,36268 37833 78362
0,31370 66458 77887
0,22238 10344 53374
0,10122 85362 90376
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