Capitulo ||

Teoria Poliédrica

1.1 - Introducéo:

Pode-se dizer que os primeiros resultados sobre a teoria de poliedros convexos tiveram
inicio com os tratados de Euclides na época dos gregos .  Euclides estudava por exemplo, a
formula de adguns poliedros em 2 e 3 dimensdes. A primeira contribuico consideravel apos este
periodo é devida provavelmente a Euler, quando estabeleceu a relacdo entre 0 nimero de
vértices, faces e arestas de politopos em 3 dimensdes (Griimbaum[67]). Alguns destes resultados
entretanto, ja eram conhecidos 100 anos antes por Descartes . Outras contribuicdes se seguiram,
Schlafli[1901], Minkowski[1911] entre outras, até que em 1934 Seinitz e Rademacher (nova
edicdo em 1976), publicaram o primeiro trabaho “ estado-da-arte” sobre o assunto.

Como discutido em Pulleyblank[83], a andise de problemas combinatérios utilizando-se
conceitos e resultados da teoria poliédrica pode ser dividida basicamente em 3 periodos, todos
eles demarcados pel os grandes avangos na &rea de teoria e construcéo de agoritmos.

O primeiro periodo teve inicio na década de 50 com o surgimento do méodo smplex
para programacéo linear (desenvolvido e gprimorado principamente pelos trabalhos de Dantzig,

Hoffman, Kantorovich, Koopmans entre outros). Apesar de tratar-se de um problema continuo,
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muitos problemas combinatérios (em particular, varios problemas de fluxo em redes) possuem
uma matriz de restrigBes totalmente unimodular. 1sto permite que diversos problemas “inteiros’
possam ser resolvidos de maneira exata utilizando-se gpenas o agoritmo Smplex.

O segundo periodo teve inicio em meados da década de 60 quando Jack Edmonds
mostrou que era possivel tratar de problemas inteiros um pouco mais gerais. Através da adicéo,
possivemente exponencid de restriges ao problema origina, de obtinha uma descricéo linear
completa do problema, de maneira que o problema dua associado fosse resolvido mesmo
quando o agoritmo smplex ndo pudesse ser aplicado diretamente a0 problema. Desta forma,
agoritmos de complexidade polinomia podiam ser obtidos utilizando-se dguns dos resultados da
teoria de dualidade em programacéo linear. Esta abordagem se mostrou ineficaz para uma grande
quantidade de problemas combinatdrios (hoje conhecidos como NP-Arduos). Para estes
problemas, uma descricdo linear completa ndo pode ser obtida (a menos que P=NP). Apesar
disso, a utilizacdo da teoria de dudidade juntamente com méodos de enumeracdo tem
demonstrado resultados bastante interessantes.

O terceiro periodo teve inicio em 1979 com o desenvolvimento do método dos eipsdides
em programagao linear (Shor[77]] e Kachian [79]). Apesar de tratar-se do primeiro agoritmo
polinomia para programacéo linear, o dgoritmo de Kachian n&o tinha 0 mesmo desempenho
computaciona quando comparado ao méodo smplex (de complexidade exponencia). Além do
excelente resultado tedrico para programacéo linear, a estrutura do método dos dipsdides traria
também importantes consequiéncias para a combinatdria poliédrica Este agoritmo permite
responder eficientemente se um dado ponto, pertence ou n& a um conjunto definido por um
sstema linear (poliedro). Caso o ponto dado ndo pertenca, o agoritmo permite a determinacdo
de uma desigualdade violada (problema de separacdo). Sempre que o problema de separacdo
for resolvido de maneira eficiente (em tempo polinomid), o problema de otimizagdo também o
sera. Da mesma forma, pode-se demonstrar que a reciproca também € verdadeira. Assim, para
poliedros associados a problemas de otimizaggo NP-Arduos, ndo podemos esperar que
agoritmos polinomiais sgam encontrados para o problema de separacdo correspondente (a
menos obviamente que P=NP). Maiores detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em

Grotschel, Lovéaz e Schrijver [88].
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Apresentamos agora uma breve descricdo de alguns resultados da teoria poliédrica e
dgebra linear necessirios a0 estudo da combinatdria poliédrica (em particular a0 estudo do

Caixeiro Vigjante e Roteamento de Veicul 0s).

|1.2 - Definicdes Basicas:

Dizemos que um conjunto P A" defineum poliedro se P:{XT A" /Ax£b} , onde
AT A™ e b1 A™ (escrevemos também P=(A,b)). Note que o poliedro é obtido através da
intersecdo finita de semi-espagos de A".  Diremos que o poliedro P é limitado se pudermos
inscrevé-lo totalmente em uma bola de raio r. Caso nosso poliedro P sga limitado, teremos entéo
um politopo.

Sgam x,,..,x, 1 A"el ,,..,I . T A. Dizenosqueovetor x=1,x +...+l x, éuma
combinagdo linear dos vetores x,,..,X,. Se dém diso tivermos | ,+...+] =1, dizemos
gue X € uma combinacéo linear afim de x,,..,X,. Se x € combinagéo linear &im e

.30 p/i=1..,n;teremosumacombinacdo linear convexa dos vetores X,,.., X, .

A envoltdria convexa de um conjunto discreto X ={x,,..,x} I A" é definida como:

N k

conv(X) = {xT A" /x=8 1 x; 31, =1el 30 p/i:l..,,kg

~

Como veremos pogteriormente, nos problemas combinatérios, estaremos sempre

interessados na envoltéria convexa de um conjunto de vetoresde A" com coordenadas inteiras.

Considere agora 0 seguinte conjunto de indices M :{1, 2, m} representando cada
uma des linha de P=(A)b). Consdere também M~ ={iT M/ax=b, " xi P} e
M®={iT M/ax<b, para algum xI P} dois subconjuntos de indices. Temos entéo um

conjunto de igualdades (A: b ) € um conjunto de desigualdades (A£ , bf) onde]
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P:{XT A"/ A*x=b", A*XE b£}

Note que P continua definindo um poliedro ja que cada igual dade pode ser desmembrada
em duas desigual dades.

A dimensdo de um poliedro P € igua a dimensdo do menor espaco afim que o contém.
Asim, temos dim(P) = dm(aff(P)), onde aff (P) ={xT A"/ A"x=b"}. Segue entéo que
dim(P) =n - posto(A:, b:). Caso posto(A:, b:): 0, dizemosque PI A" tem dimensdo

plena.

Na figura seguinte representamos 2 poliedros de A° (de dimensio 2 e 3

respectivamente):
t
P
| h
4 s /
@ (b)

Figurall.l: Poliédrosdedimensdo2e3

Note que o poliedro P é formado por uma restricdo de iguddade e 3 desiguadades,
enquanto P é formado por 4 desiguadades (dimenséo plena).
Uma desiguddade a'x£b é valida com respdto a um conjunto Pi A", se

Pi {xT A"/a"x£b},ousda P estacontido no subespaco definido por a’x £b. Além

disso, esta desigualdade véida serd suporte para P, se PQ{XT Am/a’x= b} 1 /E,
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Uma desigualdade vdida a’x £b (com respeito a P) serd propria, se P ndo edtiver
contida no hiperplano {xT AM/a"x= b} . Nafigurall.1(a) acima, a desiguadade associada ao
plano s é propriajaque P ndo esta contido em s.

Um subconjunto F * A de um poliedro P é uma face de P se exigtir uma desiguadade
a'x £a, vdidacom respeitoaPta que F :{xT P/a'x= ao} . Dizemos que a desiguadade
a'x£a, defineumafacedeP. Como P ={xT P/0"x= O} , 0 poliedro P é uma face de s
préprio. Além disso, como {xT P/OT le} =/ o conjunto vazio também define uma face de
P.

Uma face F sa prépria s A F P Assm, s
P={xT A"/a'x£b,, p/i=1...k} éum poliedro e F uma face de P, entéo existira um
subconjunto ndo vazio deindices | 1 {1,2,...,k} ta que F:{xT P/a'x=b,il I}.

Sgam a'x£a, € b'x£b, duas desiguddades vdidas de um poliedro P. Se

{xT P/aTx:aO}: {xT P/bTx:bo}, dizemos que a'x£a, e b'x£b, sk

equivalentes com respeito a P. Na figura 11.2, representamos um exemplo em A°® queilustraa

equiva éncia de duas desigualdades vdidas definidas pelos planosr e s.

Figurall.2: Osplanos r e s definem amesmaface F deP.

Notequer es seinterceptam no eixo f. Ambos definem a mesma face F de P (F é

propriajaqueFt P).



|1.3 - Caracterizacao de Facetas.

Dizemos que umaface prépria F de P, define umafaceta, se F for maxima com respeito
ainclusdo de conjuntos. Neste caso, nenhuma outra face prépria de P podera conter F.

Usuamente, nos problemas de otimizacdo combinatdria, 0 poliedro associado € dado
como a envoltéria convexa de um numero finito de pontos. Para se aplicar técnicas de
programacdo matemética que resolvam estes problemas, é necessario descrever esta envaltdria
convexa como um sistemna de desigualdades lineares. O maior problema neste caso, € definir este
sistema com 0 menor nimero de desigualdades possivel. Portanto, a utilizacdo de desigualdades
que definam facetas se torna de sumaimportancia no estudo dos problemas combinatérios.

O teorema seguinte estabelece que condigbes devem ser obedecidas para que uma

desigud dade defina uma faceta:

Teoremall.1l: (Facetas de um poliedro)
Sga P={xT A"/A°x=b™, A® x£b} 1 A" um poliedro quaquer onde
ATA™ e b=T A™. Consdere ainda aff(P)={xT A"/ A"x=Db7}, o espaco afim que

contém P. Umaface F de P serdumafaceta s

i) Ffor umaface maxima propriade P,
i) dim(F) =dim(P) - 1;
iii) exigir uma desguddade c'x£c,, vdida com respeito a P com as seguintes
propriedades:
a Fi {XT P/CTX:CO};
b) $X1 P tal que c'X <c,, ou sgja, adesigualdade & propria;
0 s quaquer desiguddade d"x£d,, vdida com respeto a P satifizer
Fi {x1 P/d"x=d,}, entdo existiraum escdar a2 0 eumvetor | T A"

ta que



21

d'=ac’ +1"A”

d, =ac, +17b~

Nafigurall.3, aseguir representamos um exemplo que ilustraa condicdo (iii) do teorema

anterior:

Figurall.3: Verificagdo da condicao (iii).

Suponhaqueamatriz A~ x=b~, sgjarepresentada por uma equagdo do tipo a’'x =a,
(como na figura acima). Note que o vértice F representado acima néo define uma faceta de P ja
que o vetor d' (ortogond a d'x£d,) ndo pode ser escrito como combinaggo linear dos
vetoresa' e c',ortogonaisa a'x=a, ec'x=c, respectivamente!

O mesmo ndo ocorre se tomamos a face F representada na figura 11.2. Note que qual quer
que sgjaadesiguddade vdlida d "x£d, que contenha F, a condigZo (jii) se verifica Obsarve
tanbémque c'x£c, e d"x£d, sfo desigualdades equivaentes!

A caracterizacdo de facetas € de suma importancia na determinacdo de um conjunto
minimo de desigualdades que descrevam um poliedro Pi A". Um sistema de iguadades
A*x=b" e A* xEb® é dito completo com respeito a um poliedro Pi A", se
P={xT A"/ A*x=b~, A® x£Db*} .



O teorema seguinte apresenta importantes resultados para a caracterizacdo minima de

desigual dades que representam P

Teorema ll.2: (Caracterizacéo de poliedros completos e ndo redundantes)
Sga Pi A" um poliedro e Ax=b" e A®* x£Db® um dstema completo e nédo

redundante paraP, onde AT A™" e Af T A" . Entdo temos as seguintes propriedades:

) aff (P) ={xT A"/ Ax=b"} e posto(A~)=m:;

i) dim(aff(P) = dim(P) = n - m;

iii) Todadesiguddade a” x£a, dosistema A* x£ b* defineumafaceta F de P, onde
F ={x1 P/a'x=b}, parai=1...k;

iv) Se a'x£Db,i=1....k (associado a A’ x£Db®) e &'x=b,i=1..m
(associado a A" x= 5:) for outra representacéo completa e ndo redundante para P
entéo:

dl) k=k e m=mm,
d2) 8" =(1")" A® paradgum | , T A™ - {0} ondei=1,..m;
d3)a’ =a,a; +(I,)"A” paadguma, >0, I'TA", jT1{1..,K

ei=1,..k

Note em particular que, para um poliedro P=(A,b) de dimensdo plena, temos um Unico

sistema de desigual dades completo e ndo redundante que o descreve. Assim, se A® é formado
por desigualdades a'x £b,, parai=1,...,k, deverasatifazer k= k e a =a,a paa
dguma, >0.

A mesma representacdo Unica ndo ocorre se tivermos um sstema de igualdades e
desigual dades na representacéo de P (P n&o é de dimensdo plena).

Alguns problemas combinatérios permitem que seu poliedro associado Pi A" (de

dimensio menor que n), sga expandido para um poliedro P de dimensio plena. Neste caso,



23

seré fundamental  uma conversio dos resultados obtidosem P para P. Note por exemplo, que
0 problema da equivaéncia de desigua dades é facilmente resolvido em um poliedro de dimenséo

plenal

|1.4 - Consider acbes adicionais:

Em agumeas Situagles, estaremos interessados na obtencdo de desigualdades vaidas mais
fortes, ou até mesmo facetas, apartir das faces ou restricdes vadidas de um poliedro P.

Considere px £p, € bx£b, (onde xT A"), restrighes vaidas para um poliedro P.
Diremos que bx £ b, éum lifting (melhoramento) da desguadade px £ p, e exigir um a>0
tdqueb3 ap e b, £ap,.

Note que se uma desiguadade define uma faceta para P entéo ela ndo podera sofrer o
processo de lifting.

Sga S={e,,e,,..,e,} um conjunto de n elementos, e U um subconjunto de S. Dizemos

que x" éo vetor deincidéncia associado aU, se x" pertencentea A" for ta que, a i-éSma

componentede x" éigud alsee T U, e0em caso contrério.

Representarmos por 2° o conjunto de todos os subconjuntosde S. Se G é um conjunto

de subconjuntos de S, diremos que P, € a envoltdria convexa de todos os vetores de incidéncia

de dementosde G, ou sga

E fécil ver que cada vértice de P, corresponde aum conjunto em G e vice-versa.
Considere pesos ou distncias ¢, 1 A , associadas a cada um dos elementos de S.

Teremos entdo 0 seguinte problema de otimizacdo:

min{ch/ x1 PG} (1)
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Note que, cada um dos vérticesdo P, tem coordenadas inteiras (vetores de incidéncia
de dementos de G). Para resolucdo de (1) utilizando técnicas de programac@o linear,
necessitamos de uma descri¢do completa e ndo redundante das restrigdes que definem o politopo
P . Acredita-se entretanto, que para problemas NP-completos descricéo completa ndo sga
possivel (a menos que P=NP). Apesar disso, uma descricgo poliédrica parcid de P, pode ser
interessante se combinarmos técnicas de programacdo linear com os méodos de busca em

arvore (vide Nemhauser& Wolsey[88]).



