CapituloV

Roteamento de Veiculos e Combinatéria
Poliédrica

V.1 - Introducéo:

A utilizacdo de combinatéria poliédrica tem se tornado cada vez mais freqlente na
resolucdo de problemas de otimizagcdo combinatdria Alguns dos resultados mais expressivos
desta utilizacdo sdo, sem divida, agueles obtidos para o problema do caixeiro vigante
(equivdente ao problema de roteamento de veiculos com um Unico veiculo de capacidade
infinita). Um maior conhecimento da estrutura poliédrica deste problema tem possibilitado a
resolucéo exata de ingéncias com milhares de clientes (vide Padberg e Rinadi[87], [89], [91];
Junger et d. [92)).

Atuadmente, os codigos exatos mais sofisticados para a resolucéo do problema do
caixeiro vigante incorporam um niimero grande de familias de desigua dades vdidas fortes parao
problema (desiguadades de eliminagdo de sub-rotas, 2-matchings, combs, path, clique-trees,
entre outras). 1o é feito partindo-se de uma relaxac@o linear e utilizando-se agoritmos de

Separacdo exalos ou aproximados para a obtencdo de desigualdades vdidas violadas pea
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relaxacdo corrente. Os cortes s inseridos, e 0 processo é repetido até que ndo se “consiga’
determinar novas restricdes violadas.

Apesar dos resultados expressivos obtidos para 0 problema do caixeiro vigante, ainda
pouco se conhece sobre a estrutura poliédrica do problema cléssico de roteamento de veiculos
(PRVRC). Isto se aplica mesmo para o caso particular envolvendo demandas idénticas. Trata-se
na verdade, de um problema onde a determinacdo de uma solucdo exata parece ser bastante
dificil. Pode-se constatar na literatura existente, solucdes exatas para problemas contendo cerca
de 50 a 60 clientes e dgumas instancias contendo cerca de 100 a 150 clientes (p. ex.
Araque[90], Fisher[94.b]). Isto pode parecer pouco quando comparado ao problema do
caixeiro vigante! Na verdade, mesmo a determinacéo da dimensdo do poliedro associado ao
problema de roteamento € um problema NP-completo (Campos et a.[91], Cornugols e
Harche[ 93]), fato que ndo ocorre com o problemado caixeiro vigante.

Faremos primeramente adgumas condderagdes inicids sobre a complexidade do
problema e a notacdo utilizada. Em seguida, gpresentamos aguns resultados existentes na
literatura sobre a estrutura poliédrica do problema de roteamento com demandas ditintas e
gpresentamos agumas desigualdades conhecidas para o problema (restricbes de eliminacéo de
sub-rotas, combs e multistars) .

A identificacdo de restrigdes violadas a partir da solucéo do problema dua lagrangeano

(K-érvore minima) sera discutida com mais detalhes no capitulo seguinte.

V.2 - Notacdo e Consideragbes I niciais:

Congidere que nosso problema de roteamento com K veiculos estgja definido em um
grafo G=(N,, E) onde N, = NU{G €é o conjunto de vértices (como descrito no capitulo V),
IN,|=n+1 e E é o conjunto de todas as arestas de G. Note que, se G=(N,, E) é um grafo
qualquer, a determinacdo de uma solugdo viavel para o problema do K-caixeiro vigante (isto €,
um problema de roteamento de veicul os sem as restrigBes de capacidade) ja € NP-completo! Na

verdade, isto ocorre mesmo para K=1, quando temos o problema do ciclo hamiltoniano (vide



Garey e Johnson[79]). Assume-se gerdmente na literatura que G=(N, ,E) € um grafo completo

(j& que custos bastante dtos podem ser associados & arestas inexistentes).

No problema de roteamento, temos que o somatério da demanda dos clientes em cada
uma das K rotas ndo deve ultrapassar a capacidade de cada veiculo. Note que, responder se
existe ou ndo uma particdo dos n clientes ta que a demanda em cada rota sga atendida é o
mesmo que resolver o problema bin-packing (decisdo), reconhecidamente NP-completo (Garey
e Johnson [79]). Assim, a determinacéo de K rotas viavels para o problema de roteamento define

um problema NP-completo mesmo se G=( N, , E) €um grafo completo!
Dado um grafo néo direcionado G = (N,,E) € Wi N,, denotamos E(W) o conjunto de

todas as arestas com ambos os extremos em W, e por d(W), o conjunto de todas as arestas com
gpenas uma extremidade em W. Dizemos que G(W)=(W, E(W)) é o grafo induzido por W
(conjunto de vértices). De maneira analoga, se F € um conjunto de arestas de E, G(F)=(V (F), F)
€ um subgrafo induzido por F (conjunto de arestas) onde onde V(F) é um conjunto de vértices
incidentes em pelo menos umadas arestas de F.

Dizemos que um subconjunto F de arestas em nosso problema de roteamento define uma
rota, se o subgrafo induzido G(F) € um ciclo dementar contendo o depdsito 0 (cada vértice de
G(F) tem grau 2). Uma k-rota, é definida como um subconjunto R de arestas (rotas) de E de
foomaque R,...,R determine uma particdo de R e cada um dos clientes de N aparega em
apenas um dos subconjuntos V(R), para i=1,..,.k. Note, em nosso caso, que estamos
interessados na determinacéo de uma k-rota de comprimento minimo.

Para smplificar a notagdo (quando necessario), faremos a associacdo de umavariave X,
a cada uma das arestas de E. Edtas variavels representam o nimero de vezes que utilizamos uma
aresta em umak-rota (solucdo viavel). Note que se permitimos a existéncia de rotas smples (com
apenas um cliente), uma mesma aresta sera utilizada 2 vezes. De mangiraandoga, c, representa
0 custo associado a cadauma das arestas e de E.

Para cada subconjunto U de arestas, definimos x(U) como a soma de todas as variaveis

X, associadas & arestas pertencentesa U.



Feita as devidas consideragfes, e assumindo a existéncia de rotas smples, podemos
rescrever a seguinte formulacdo para o problema de roteamento de veiculos (PRVRC). Todos os
K veiculos tem capacidade b e d(S) representa a demanda total de todos os clientes na particéo

S (como definido no capitulo anterior).

min é C.X, )
1X(d{0})) =2K 2)
: x(d{i})) = 2; "iT N )
.. -:[x(ol({s))3 22@3 "SI NeSLAE (4
I:ﬁo Ex, EL " el E(N) (5)
i0£x, £2 " el d{0}) (6)
ix.12z (7)

Sga P, 0 conjunto viavel definido pelas restrigdes (2)-(7) acima. Representamos por

conv( P.g, ), aenvoltdria convexa dos pontos de P, . Assim,
CONV( Prgy, ) = conv{xT A" / x satisfaz (2) - (7)}

onde m = n(n+1)/2 representa 0 nUmero de variavels presentes na formul acéo.

Eda formulacéo foi utilizada por Laporte et a.[85],[87]; Cornugols e Harche[93];
Harche e Rinddi[91]; Augerat [95].

Como discutido no capitulo anterior, as restrigdes de capacidade (4), também chamadas
de restricOes de sub-rotas generdizadas ndo definem facetas em geral. Campos et d. [91], fazem
uma andise da estrutura poliédrica do problema de roteamento supondo que todos os clientes
tenham mesma demanda. Neste trabaho, € demonstrado que as restri¢fes de eliminacéo de sub-
rotas definem facetas para conv( P, ) desde que algumas condigdes sobre as particoes S e a

capacidade de cada veiculo sgjam atendidas.



Veremos na secao seguinte duas versdes mais fortes das restrigoes de iminacéo de sub-

rotas apresentadas em Cornugjos e Harche[93]:

V.3 - Restri¢des de Eliminacao de Sub-rotas:

Seja 9 N um subconjunto de dientes. Como discutido no capitulo anterior, definimos

r(S) = ¢d(S)/ by, como sendo um limite inferior para 0 nimMero minimo de veiculos que atendem

osclientesde S. Considere agora, ' (S), 0 menor nimero de veiculos necess&rios para aender a
demanda de todos clientes. Em outras pdavras, r'(S) é a solucdo de um problema bin
packing com itens de capacidade b.

Note que as restrigdes de capacidade (4), podem ser substituidas pelas restrigdes:

x(d(9) 2 2r' (9); " Si NeSt A& 8)

Apesar de mais forte (jaquer'(S) 2 ¢d(S)/ by), a utilizagdo de r'(S) ndo é interessante
do ponto de vista prético. Como discutido em Augerat[95], quando o nimero de clientesde S é
pequeno, ' (S) pode ser calculado de maneira exata Martdlo e Toth[90a]). Para conjuntos
maiores um limite inferior ndo trivia (subgtituindo r'(S)), pode ser caculado em tempo razoavel
(Martello e Toth[90h]).

Se o cdculo der'(S) ou de outro limite inferior exigir um ato custo sera mais conveniente
autilizacdo der(S) =¢d(S)/ by.

Note que 0 conjunto de restri¢oes (4) e (8) definem, de certo modo, “restrigdes locais’
parao PRV. Elas ndo levam em consderacéo a demanda dos clientes que ndo estéo na particéo
S. Assm, Se nos preocurpamos apenas em atender os clientes de S com um ndmero minimo de
veiculos, poderemos gerar solugBes inviavels para o problema de roteamento de veiculos.

Chamaremos p = (P,,...,P,) uma parti¢io dos vértices de N (conjunto de clientes) se

cada um dos subconjuntos stisfizerem d(P)) £ b; para 1£ j £ K.



Sgja P 0 conjunto de todas as K parti¢cbes (como definidas acima). Para cada particéo
pl P eSi N, sga b, (S o numero de subconjuntos desta particdo contendo pelo menos um

vérticede S. Ou sga
b,(9=|iT{L..K}y/PGS* A " Si Nep=(P,...R)I P.

Fazendo R(S) = min (bp (S)) , obtemos o0 seguinte conjunto de restrigdes de capacidade:

piP

x((9)? 2RS), " Si NesSt & 9)

Efadl ver que ¢d(S)/by£r' (S ERS), " Si N. (10)

Umaparticido p'l P, serdideal, relativaaum conjunto Sl N se R(S) = b,..(S).

O exemplo da figura V.1 (gpresentado em Cornugjols e Harche[93]), mostra uma
Stuacdo onde temos 4 veiculos de capacidade b=7. As demandas de cada cliente estdo
representadas ao lado de cada no.

Pl P2 P4

4 4 4

FiguraV.1l : gd(S)/by<r (9<R(S), " Si N.

Observe no exemplo que &d(S)/ by <r'(S) < R(S), paraa particdo S considerada (temos

respectivamente 2 <3< 4).
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As restricBes (9), podem ser consideradas “globais’, ja que levam em consideracéo
todas as partiches viavels do conjunto de clientes. Entretanto, como ocorre com r'(S), a
determinacéo de R(S) é bastante dificil (problema NP-completo).

O seguinte teorema (demonstrado em Cornugols e Harche[93]), apresenta dgumeas
condicBes necessarias para que o conjunto de restricdes (9) definam facetas para o problema de

roteamento de veiculos (PRVRC).

TeoremaV.1: Considere SI N, onde 2 £ |9 £|N|- 1 td que, paracadatripladedlientesi,j e
' N, exiga uma K-particdo ided p=(P,...P,) redivaa S (sendo ije | T R). Entdo

X(A(S)) ® 2R(S) define uma faceta para o problema de roteamento.

Como discutido em Cornugols e Harche[93], condicles necessérias e suficientes para
que as restricoes (9) definam facetas, ainda ndo sfo conhecidas.

Dizer se nosso problema de roteamento admite ou ndo uma solugdo viavel é um problema
NP-completo, mesmo se trabalhamos em um grafo completo. Segue-se que a determinacdo da

dimensdo de nosso poliedro conv( P.g, ) também é NP-completo! Outra dificuldade surge em

decorréncia das igualdades (2) e (3) introduzidas na formulacéo do problema. A determinacéo de
facetas do politopo associado se torna mais dificil j& que néo temos uma envoltdria convexa
conv( P, ) de dimensdo plena

Cornugiols e Harche[ 93], tratam de situagbes como esta fazendo uma inclusdo de nosso
poliedro em outro poliedro de dimensdo plena que o contenha como uma face. Este outro
poliedro € associado ao problema grafico de roteamento de veiculos (para maiores detahes vide
Cornugiols e Harche[93]). Esta abordagem foi utilizada com sucesso para o problemado caixeiro
vigante. Cornugols, Fonlupt e Naddef[85], definiram inicidmente a relaxacdo gréfica do
problema do caixeiro vigante (graphical tsp), e descobriram novas familias de desigualdades
vdidas para o problema do caixeiro vigante (como por exemplo as desiguadades path, path-

tree).



V.5 - Desigualdades Comb (Pente):

As desigua dades comb foram introduzidas por Chvétal[73] para o problema do caixeiro
vigante, sendo generdizadas posteriormente por Grotsche e Padberg[79].  Laporte e
Nobert[84.a], foram os primeiros a adotar as desigualdades comb para uma formulacdo do
problema de roteamento de veiculos. Estas desigualdades, consderam a demanda associada a
cada um dos clientes, embora excluam o vértice 0 (depdsito) da expressdo que as define. Ao
contrario, Cornugjols e Harche[ 93], apesar de ndo trabalharem com as demandas associadas aos
clientes, utilizam variantes daquelas propostas por Laporte e Nobert[84.a] permitindo a inclusdo
do depdsito.

Ve amos prime ramente a formulacdo gpresentada por Cornugjols e Harche[ 93]

Considere K2 2 o nimero de veiculos utilizados. Sga G = (N,,E) um grafo completo e

H,T,,T,,..,T,, subconjuntos de N, satisfazendo as seguintes propriedades:

@) T\H|®*1 parai=1..,5
(i) [T CH|® 1 parai=1..,5
(iii)|Ti c;Tj|=o, para 1£i £ | £5

(iv) séimparess 3.

Segue entéo que:

X(E(H)) + & X(E(T)) £ |H| + a - 2

i=1

Liak-1) (12)

onde:
1. T = a
{0 s OfH EEET”a

e 0T H\EETE

|2; se 0T HCT; p/algum j=1,..,s

__|_—\_ —

define uma desiguadade vadida para o problema de roteamento de veiculos (PRVRC). O

conjunto H seré chamado handlee T,,..., T, os dentes de H. Cornugjols e Harche[93], definem



ainda outras expressdes para as desiguadades comb, envolvendo, por exemplo, a intersecéo de
varios dentes.

Nafigura V.2, exibimos um suporte (conjunto H E T,E.. E T,) apartir de umarelaxagio
linear para o problema de roteamento. Note neste caso, que podemos ter obviamente a presenca
de varidveis fracion&rias.

Observe na expressio (11) que, se o deposito ndo pertence 2o suporte HE T,E..ET,

teremosa =0, asim 35 +3>3+6- 5b 95> 4 (restricdo violada).

FiguraV.2: Suporte classico de uma comb c/ 3 dentes (relax. linear)

Laporte e Nobert[84.a] e Araque[90] apresentaram formulagdes para as desigualdades
comb envolvendo a demanda de cada cliente. Na formulacdo apresentada por Laporte e
Nobert[84.d], 0 depdsito ndo pertence ao suporte da comb. Como discutido em Augerat[95], a
descricéo proposta por Laporte e Nobert[84.a] pode ser escrita equivalentemente da seguinte
forma:
X(d(H))® (s+1)- él[X(d(Tj )-2r(T) (12

onde todos os dentes T, (paa j=1,..9) devem saisfazer a

r(T, /H)+r(T,CH)>r(T,).
Estudamos a identificagdo de combs violadas com mais detahes no capitulo seguinte.
Como veremos pogteriormente, trabalharemos com a formulagéo utilizada por Cornugjols e

Harche[93]. A idéa é utilizar uma expressdo que permita uma “fé&cil” identificacéo das



desigualdades comb a partir da solucdo do problemalagrangeano. Obviamente, a expresséo (12)
pode também ser utilizada

Em nosso caso, ao contrario da relaxacdo linear, a determinacdo de combs violadas sera
mais smples ja que trabalhamos apenas com solugdes de coordenadas inteiras (K-arvores

minimeas).

V.6 - Desigualdades Multistars (Estrelas):

Em Arague et a.[90], sGo apresentadas diversas restricoes validas para o problema de
roteamento (PRVRC) quando todos os clientes possuem demanda unitéria. Estas restricOes
entretanto, continuam vdidas na maioria dos casos, mesmo quando os clientes possuem

demandas digtintas (Augerat[95]). O mesmo ocorre para as restrigdes multistars, apresentadas a

seguir:

Sgav um véticede N, e W= {S, /i= } um conjunto de sub-conjuntos de N
satisfazendo a seguinte condicéo:
) SCS={4, LTS eit ]
i) d(§) £ b; T {1..3
iii)d(S,ESj)>b; T {L...8 eitj

Se as condicdes acima forem satisfeitas entdo:

A X(AS)? 4s- 2 (13

i=1

serd véida para o problema de roteamento (PRVRC).
Paraillustrar essa classe de restrigdes vejamos o exemplo da figura V.3, onde temos uma
solucdo viavel para o problema de roteamento com 2 veiculos de capacidade 11. Os valores

associados a cada né representam as demandas de cada cliente.
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FiguraV.3: Desigualdade valida parao PRVRC

E fécil ver que as condices (i), (i), (iii) e arestricdo (12) se verificam, ou sga 63 8-2.

Como veremos adiante (capitulo VI), estaremos interessados em Stuacbes onde
multistars violadas sgjam obtidas através de uma relaxacdo lagrangeana. Em nosso caso, K-
arvore minima com 2K arestas incidentes a0 depdsito (solucdo inteira). Araque et d.[94] e
Augerat[95] trabdham na identificacéo de multistars violadas a partir de uma relaxacéo linear
para o problema de roteamento de veiculos.

Outros tipos de multistars sdo apresentadas em Araque et a.[90] e [94], Gouveig95] e
Letchtford e Eglese{96].



