Capitulo VI

Fixacdo de Variaveis
VII.1- Introducao:

Neste capitulo, estudaremos a utilizagéo de critérios que permitam fixar variaveis x; em
zero ou um, conforme a aresta (,j) gparega ou nd na solugdo Gtima do problema origindl.
Como veremos, este procedimento podera ser realizado interiormente ao método subgradiente.

Todas as variavels presentes na solugdo Gtima e fixadas em um (em uma iteracdo
qualquer do subgradiente), devem aparecer em cada uma das K-arvores minimas e solugdes
heurigticas geradas pogteriormente. Da mesma forma, as varidves fixadas em zero, devem ser
descartadas definitivamente e n&o figurar mais nas solugdes parciais posteriores do subgradiente.
Como veremos, a fixacdo de varidvels poderd permitir uma diminuicdo no tempo de
processamento bem como uma melhoria na qualidade dos limites inferiores e superiores gerados.

Apresentamos primeiramente algumas consderacdes e definigbes inicials e, em seguida,
veremos como fixar varidveis (arestas) em zero e um respectivamente. Na Ultima secéo

discutimos como “manipular” a estrutura de dados para a armazenagem das variavels ja fixadas.



VI1.2 - Consideracgbes I niciais

Vegamos que condigBes devem ser observadas para que uma variavel sga fixada em

Zer o e um respectivamente. Apresentamos inicidmente a notac2o utilizada:

Notacdo (a): Anaogamente ao capitulo 1V (secdo 1V.3), representaremos por P(k), o

problema de se encontrar uma K-arvore minima com depésito de grau k.

Notacdo (b): Representaremos por P(K, ), o problema de se encontrar uma K-&vore minima

T, com um deposito degrauk e f pertencentea T, .

Notacao (c): Representaremos por Q(k,€), ao problema de se encontrar uma K-arvore minima

T, com deposito de grau k e e ndo pertencentea T, .

Congdere uma K-arvore T, solugéo de P(2K) e z,; o vaor da menor solucéo
heuristica gerada em umaiteracdo qualquer do subgradiente.

Umavariave (ou aresta) f ndo pertencente a T, podera ser fixadaem zero, se o valor
da solucép associada a P(2K, f) for superior a z;. Note que, se uma K-arvore T, € solugdo
do problema P(2K) e f pertence a Ty, entdo P(2K) e P(2K, f) possuem a mesma solugéo.
Estaremos interessados entretanto, nos casos onde f ndo pertence a  Ty. AsSm, para
determinarmos uma solucdo de P(2K,f) a partir de P(2K), devemos pesquisar todas as arestas
ainda néo fixadas em zero e ndo pertencentesa T, .

Anadogamente, uma variavel (ou aresta) e pertencente a T, , podera ser fixadaem um,
se o0 valor da solucdo associada a Q(2K ,e) for superior a 7,5 . AsSm, se uma K-arvore Ty €
solucdo do problema P(2K) e e néo pertence a Ty entdo P(2K) e Q(2K,€e) possuem mesma
solucdo. Estaremos interessados entretanto, nos casos onde e pertence a Ty . Da mesma

forma, para determinarmos uma solucdo de Q(2K,e) a partir de P(2K), devemos pesquisar

todas as arestas ainda néo fixadas em um e pertencentesa Ty .
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Considere uma K-arvore T, , umaaresta el T, e € | T,. Como ja discutido na
sec80 1V.3, 0 par de arestas (e,€') define uma troca admissivel em T, se T, - e E {€} for
umaK-arvore. Estatrocaseraadmissivel satisfatoria se c(e) > c(€').

Rescrevemos a seguir 2 lemas de Fisher[94.b] (demonstrados no capitulo 1V), que nos
gudardo como ferramentas na determinacdo de aguns dos critérios utilizados na fixacéo de

vaiaves.

LemaVIIl.1: DadosduasK-arvores digtintas T, e T,', exisird umafuncéo biunivoca h: T, -
T.' ® T.'-T, gerando pares (p,q) detrocas admissivéisem T, (ondepl T, -T,' e q1 T.'-
T)-

LemaVIl.2: Condderemose f1 T, ;€,f’ T T, arestas adjacentes ou ndo a0 depésito. Se
pelo menos um dos pares (e,€') ou (f, f *) néo define umatroca admissivel em T, entdo (e, ') e
(f, €) dardo (cadaum) umatrocaadmissivel en T, seesomentese T,'=T, - e- fE{€,f'}é

umaK-arvore.

Vegamos primeiramente como fixar em zero uma variavel (ou aresta) ndo pertencente a

VI11.3 - Fixando variavaeis em zero:

Nesta segéo, faremos distingdo entre as arestas  ndo pertencentes a uma K-arvore T,

(solugdo de P(2K)). Se estas arestas forem ndo-incidentes ao depdsito, elas serdo representadas

por f, caso contrédrio, serdio representadas  por f,. Assm, denotaremos por P(k,T), a0
problema de se encontrar uma K-avore minima T, com depdsito de grau k e T (ndo
adjacente a0 depdsito) pertencente aT, . Da mesma forma, representaremos por P(k, f ), a0
problema de se encontrar uma K-&vore minima T, com depdsito degrauk e f, (incidente ao

depdsito) pertencentea T, .
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Apresentamos a seguir as condigdes de otimdidade que devem ser satidfeitas por uma

solucdo de P(k, f). Sem perda de generdidade, consideramos k=2K. Como veremos, estas

condigbes sdo muito semelhantes as condicBes de otimaidade apresentadas para P(2K) no

teoremalV 4.

Teorema VII.1: (Condigdes de Otimaidade)
UmaK-arvore T, com grau 2K no deposito serd Gtima para o problema P(2K, T) se e
somente se satisfizer as seguintes condigdes de otimalidade:
i)Sgam e, e f, duas arestas ndo incidentes ao deposito. N&o existem trocas admissivels
sttifatdrias (e, , f, ) (onde e, 1 T, , gt fe f, T T,).
i) Néo havera trocas admissivels satisfatorias (e, f,°) onde 1 T, e f°1 T, sendo € e
£,% incidentes ao depdsito.
iii) N&o haverd duas trocas admissiveis satifatérias (€, ) € (e, f2) com €, e,1 Ty,
f, 21 T, sendo €, f,) incidentes no depésito; f;, e, ndo incidentes ao depdsito e
e ! f.
Demonstragao:
(® ) Consderemosinicidmente T, , uma K-arvore 6tima para o problena P(2K, f).
Assm c(T,) <c(T.'), quaquer que sga a K-avore T,' com 2K arestas incidentes ao
depésito e f pertencente a T, '.E facil ver neste caso que, e (i), (i) ou (ii) forem violadas,
obtemos umanovaK-arvore T, ' com custo inferior a T, (K-&vore étima). Logo (i), (ii) e (iii) s
verificam.
(= ) Suponha agora que T, , satisfazendo (i), (i) e (ii) ndo sga dtima. Teremos neste
caso, aexisténcia de umaK-arvore T, com custo ¢( T, ) inferior ac(T, ). Do lema V1.1, temos

uma funggo biunivocah: Ty - T, ® T, =T, de maneira que cada um dos pares obtidos gerem

trocas admissiveisem T, . Essa seqiiéncia de trocas pode ser dividida em 2 tipos digtintos: (a)

trocas que ndo atudizam o grau do depdsito ou (b), trocas que atudizam o grau do depdsito (N6
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0). E f&dil ver que fK néo pode ser obtida apenas através de trocas do tipo (&), pois teriamos (i)

ou (ii) violadas chegando portanto a um absurdo. Logo, devemos ter também trocas do tipo (b).
Consdere (sem perda de generdidade) um conjunto de p trocas que incrementam o grau do

depdsito gerando uma nova K-arvore T, ' com custo ¢(T, ') superior a (T, ). Suponha ainda
que ‘FK sga gerada atraveés de p trocas que decrementam o grau do no O (a partir de Ty '), ede
maneira que c(fK) < ¢(T,). Deveremos ter neste caso, pelo menos um par de trocas (entre as

2p trocas) que incrementa e decrementa respectivamente o grau do depdsito em T, gerando uma

novaK-arvore T '* e com custo ¢(T ') < ¢(Ty ), contrariando portanto a condigZo (iii). -

Como discutido anteriormente, um “novo” limite inferior € caculado apos forcarmos a

presencadaaresta f (ndo pertencentea Ty ), na solucdo do problema lagrangeano. Este limite
inferior devera ser comparado com o0 menor limite superior z,, obtido até o momento. Caso
ese limite inferior sga maior que a solugdo heurigtica corrente  podemos diminar T
definitivamente de nosso grafo. Isto significa que, se uma solugdo contendo f esta associada a
um limite inferior maior que z,, entdo f ndo poderd estar presente na solugdo dtima do
problema origind.

O dgoritmo seguinte cacula o vaor do “novo” limite inferior (T, ) obtido apds a
resolugdo do problema P(2K, T) a partir de P(2K). O vaor C, abaixo, representa o termo

congtante presente na funcdo lagrangeana (associado aos multiplicadores de Lagrange).
Obviamente, no processo de reducdo de nosso grafo, este procedimento devera ser executado

para cada uma das arestas f ndo pertencentes a T, (solugdo de P(2K)) e ndo adjacentes a0
depdsito. Adiante, estudaremos um procedimento andogo para as arestas f,, adjacentes a0

depodsito (e ndo pertencentesa Ty ).

PROCEDIMENTO VII.1: (Fixaem zero aresta T | T, e nZo adjacente ao deposito)
Inicio

-o(Tg) = +¥; {inicidizacusto de T, }
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-Para (cadael T,)faca { pesquisa arestas ndo adjacentes ao depdsito}
- Se(troca(e, f)éadmissivd em T, ) entdo
-T ' =T, - eE{f};
- calculamenor troca admissivel (e, f,) en T,.";
-Se(c(f,)- c(e) <0)entdo
T =T - 6 E{f};

senao

fim;
-Se (¢(T.") <c(Tk)) entdo
-o(Te) = (T
fim sg;
fim para;
- Para(cadaaresta ¢, 1 T, ) faca { pesquisa arestas adjacentes ao depdsito}
- Se (troca (g,, f) éadmissivel em T, ) entdo
-T.'=T, - ¢ E{f}; { decrementa grau }
- clculamenor trocaadmissivel (e, ) en T’ (sendo e f);
-T =T - eE{f}; {incrementagrau }
-Se (¢(T,') <c(Ty)) entéo
-o(Tg) ~ (T,
fim;
fim;
-Se(((Tk) + CL) > z,, ) entdo
- retiramos aresta f de G(N,,E);

fim. { procedimento}

FiguraVIl.1: Fixaem zeroavariavel f n&o adj. ao depdsito
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O teorema seguinte garante a otimaidade da K-arvore T, gerada pelo procedimento
VII.1

TeoremaVIl.2: Sga G(N,,E) ungdfoe T, 1 E uma K-&vore minima (com grau 2K no
depbsito). Se f é uma aresta de E ndo pertencente a T, , 0 adgoritmo VI1.1 sempre determina
umaK-arvore minima T, com 2K arestas incidentes a0 depdsitoe T pertencentea Ty, .
Demonstracao:

Nossa prova consiste en mostrar que a K-avore minima T, (gerada ao find do
agoritmo VI1.1) satisfaz as condigdes de otimalidade expressas no teorema VII.1.

As arestas representadas por e pertencem a Ty, e aguelas representadas por f néo
pertencem a T, . Além disso, as arestas com indice O so adjacentes ao deposito. Ao find do

procedimento V1.1, teremos apenas uma das 3 possibilidades abaixo:

)T, =T,'=T, - e E{f}, paadgum e 1T, td quec(T)-c(e) sgaminimo e
(e, ,f) sga troca admissivel em T, . Além diso, c(f,)-c(e))2 0, * (e, fo)
admissvdem T, '.

i) T, =T, - e - € E{f, 1} pradgumatriplae,, € e f’ tasque (e, T) e (e, 1)
sgam admissivdsem Ty e T.' repectivamente. Além disso, c(f2)- c(e?) <0 é
minimo entre todas as possiveis trocas admissivels satisfetorias (e, f, )em T,' .

i)y T, =T,-e- e E{f,{°} paa dguma tripla de aredas g, e’ e f° tas que
e, f) e(e,f’) shoadmissivdsem T, e T, respectivamente (sendo e, * ) e
c(f) - c(e’)+c(f°)- c(e) minimo entre todos os pares de trocas que auaizam o

grau do depdsito.

Sem perda de generdidade, consideremos a situagdo onde T, gerada pelo agoritmo é

descrita conforme o item (11.) acima.
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Suponha inicidmente que a 12 condicdo de otimdidade sga violada (teorema VII.1).
Neste caso, teremos a existéncia de uma troca admissivel satifatoria (e, f;) em T, onde
e, 1 T, ef,iT,. SgaT, =T, - ¢ E{f} anovaK-avoreobtida (note quec(T, ) < c(Ty)

). Segueentdoque: T, =T, - €, - € - elE{f_ fo fl} (sendo et f).

1 Ig s

Do lema VIL1 temos gaatida a exigéncia de uma funcdo biunivoca

hife,.el.e} ® {f, 12,1, } gerando 6 possiveis empardhamentosem T, :

1) (eg’f)! (es’ fso); (el’ fl) 4) (e21 F)! (es’ f1)1 (el' fso)
2 (e, ) (e, T)i(e, ) 5) (€7, 1); (e, f,); (e, )
3) (eso’ fl)’ (es7 F)! (el' fso) 6) (eso’ fl)! (el7 F)! (es’ fso

Note que pelo menos um dos itens acima determina uma seqliéncia de trocas admissivels
em T, . Parailustrar a demonsiraco dos 6 casos faremos gpenas uma andlise dos itens (1) e (3).
As demais SituagBes ocorrem de maneira andoga.

Veamos inicidmente asituacdo expressanoitem (1). Como T, € solucdo Gtima para
p(2K) temos c(f)- c(g)® 0 (1* condicdo de otimalidade do teorema IV.4).  Note que
(e,,T) e (€%, f°) shoadmissvaisem T, e T, respectivamente (pois Ty € gerada como no

item (ii)). Assm, desprezando atroca (e, f,) temos:

o(T) ® o(T)- (&) - c(e,)+c(F)+c(f) = o(Ty).

Chegamos portanto auma situagdo  absurda ja que tinhamaos c("I:K ) <c(Ty).

No item (3) temos (€2, f,) e (e, ) ndo resultam em uma troca admissivel satifatéria
para T, (3% condigdo de otimaidade/ teorema 1V .4). Como T, , gerada pelo agoritmo VII.1 é
expressano item (i), temos a existénciade arestas f° e € tasque c(fl) - c(e) <0. Segue

entéo que:
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o(Te) ® o(T) - cley) +o(f) 3 o(Ty)- c(ed)- cle,) +o(F) +e(f2) = co(Ty).

Chegamos novamente a uma Stuacéo absurda. Note que as trocas sublinhadas podem ser
desprezadas por satisfazerem a 12 ou 32 condigdes de otimaidade.
Suponha agora que a 22 condicéo de otimalidade (teorema VI1.1) sga violada por um

par de trocas admissiveis (e, f,”) (ambas adjacentes a0 depdsito). Do lema VII.1 temos
garantida a existéncia de uma funco biunivoca h:{es,ef,ef} ® {f_, f0, flo} gerando 6

possiveis emparehamentosem Ty :

D (el,f); (e, 1) (€0, 1,°) 4 (e2,%); (e, £2); (€7, 1)
2) (e],f); (e, F); (e, 1) 5) (7, f); (e, f0); (€7, F)
3) (e, 1°); (e, f); (e, 1) 6) (e, 1.°); (e, F); (e, 1)

No item (3) temos que (€, f.°) néo resultaem umatroca admissivel satisfatdriapara T

(22 condicéo de otimdidade / teorema VI1.1). Assm, c(f°)- c(e]) 3 0. Segue entdo que:

o(Te)® o) - c(€?) - o(e,) +o(F) + ()2 c(Ty) - c(ed)- cle,) +c(f) +o(£)) =c(Ty)

Logo, c(T~K) 3 ¢(T,) o que leva a um absurdo pois tinhamos c(fK) <c(Ty). Nos
demais itens procedemos de maneira andoga. As trocas sublinhadas podem ser desprezadas por
satisfazerem a 22 condicéo de otimdidade.

Suponha agora que a 3¢ condicdo de otimaidade sga violada por um par de trocas
admissiveis (e, f,°); (€2, f,) em T, (sendo e, * f). Do lemaVII.2, temos a existéncia de

umanovaK-arvore T, = T, -e, - e E{f°, f,}.
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Segueentioque T, = T, -e, - e° - e - e2E{T, f°,f° f,}. Do lemaVll.1, temos a
existéncia de uma fungo biunivoca h:{es,ef,el,eg} ® {T, f°, 12, fz} de maneira que cada
um dos pares obtidos gerem trocas admissiveisem T, . As 24 possibilidades de empardhamento

s20 listadas abaixo. Destacamos (trocas sublinhadas), os pares que podem ser desprezados por
satisfazerem a 12, 22 ou 3* condigdo de otimalidade respectivamente. 1sto sempre pode ser feito

jaque T, éK-arvore 6tima (teoremalV .4).

D (e ) (&, 1) (e, 1) (€8, 1,)

2) (& T)(&,1); (e, f,); (€0, 1,°)

3) (& )&, 1) (e, £2) (€2, 1, )

4 (& (&, 1) (e, f,)i(el, 1)

12) (& 1) (e, 15); (€0, F)i(e . 1))
13) (& ) (€5, F); (e, £2); (€2, 1,)
14) (e 1) (e2,T); (e, f,):(€, 1)

15) (e, f°); (€],17); (g, F); (€], )

5 (e, f); (5. 1,); (e, £0); (€7, 1°) 16) (e, f°); (€, 1) (e, f,); (€, F)

6 (6. T €. 6) (e 1) €1 17 (& 12 F,) (e, i€l 1)

7 (& T (€, ) (e, 1.2):(€,1,) 18) (e ) (e2,1,); (e, £.0): (€3, T)
8) (& fo)(ed,f); (e, f,): (e, 1) 19) (e,, f,):(e2,T): (e, £2);(€2,1,°)

9 (e ) (€0, 1.°); (&, F); (€3, 1,) 20) (e, f,);(ef, F)i(e, 17); (€0, 1)

10) (e, f0); (e2,£°); (&, 1, ); (€0, F) 22) (&,f5 )i (ed, 1) (e, 10 (€0, )

12) (& f9) (e, 15); (e, F)i(ed, 1)) 23) (&, f, ) (&2, 1.°); (e, F)i(e], £.)
12) (e ) (e2,1,); (67, il 1) 24) (e, f,); (€9, 1.°); (€7, T, 1)

Para exemplificar as operagdes realizadas consderemos (por exemplo) a Stuacéo

expressanalinha (16). As outras Situacdes sdo andogas. Assm:

(& f7)i(e, T)i(el, £0)i(e f,)  (26)

Note que:
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(To) =c(Ty ) - (&) - c(€2) - c(g)- (&) +c(F) +c(f)+c(f) +c(f,).

Temosque (€2, f.°) e (e, f,) sfo trocas admissiveis néo satisfatériasem T, (pois T,
é K-&vore 6tima). Asim, c(f’)- c(e?)3 0 e c(f,)- c(e)3 O resgpectivamente. Segue

entéo que:
o(Te) ? o(Ty) - o(8)- (&) +c(T)+c(f) 2 e(T)+c(F)- c(e) +c(f)- c(e) = «(Ty)

Chegamos portanto a um absurdo ja que, ao violarmos a 3¢ condicéo de otimaidade,
obtemos uma nova K-arvore T, com custo inferior a T, . Esta contradicdo ocorre de maneira

andoga nas demai's possibilidades expressas acima.

No procedimento VII.1, determinamos um critério para fixar em zero as arestas
(variaveis) néo pertencentes a Ty e ndo adjacentes ao depdsito. Vegamos agora como fixar em
zero as variaves ndo pertencentes a Ty e adjacentes a0 depdsito. Analogamente a0 caso
anterior, denotaremos por P’ (2K, ), a0 problema de se encontrar uma K-arvore minima Ty
com deposito de grau 2K etd queaaresta T, (adjacente ao depdsito) pertencaa T .

Apresentamos a seguir, as condi¢des de otimaidade que devem ser satisfeitas por uma

solugdo de P (2K, T, ). A demonstracéo é andoga ao teorema VI1.1.

Teorema VI1.3: (Condigdes de Otimaidade)
UmaK-arvore T, com grau 2K no depésito serd Gtima para o problema P (2K, ), se
e somente se satisfazer as seguintes condigdes de otimalidade:
i)Sgam e, e f, duas arestas ndo incidentes ao deposito. N&o existem trocas admissivels
sttifatérias (e, , f, ) (onde e, 1 T e f, T Ty).
i) N&o havera trocas admissiveis satifatdrias (e, 1) onde 1 T, e £°1 T, sendo e’ e

2 incidentes a0 depdsitoe f, €.
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iii) N&b havera dues trocas admissiveis satisfatorias (€,f) e (e, f°) com €, el T,
f, £21 T, sendo ¢, f° incidentes no depdsito e f, e, ndo incidentes a0 deposito e
et f,

Provac  Demongtracédo andogaao teoremaVIl.1.

Apresentamos a seguir, um procedimento semelhante ao procedimento VII.1, para
solugdo do problema P (2K, f ;) a partir da solugéo de P(2K). Este agoritmo é executado para

cada uma das arestas T, ndo pertencentesa T, e adjacentes ao depésito. Analogamente a0
caso anterior, C,, representa 0 somatorio das parcelas associadas aos multiplicadores da fungéo

lagrangeana.

PROCEDIMENTO VII.2 (Fixaem zero aresta f,1 T, adjacente ao depdsito)

Inicio
-o(Tk) = ¥,
- Para (cadael T,)faca { pesquisa arestas ndo adjacentes ao deposito}
- Se (troca (e , f,) éadmissivel em T, ) entéo
- T =T, - eE{f}; {incrementagrau }
- calculamenor trocaadmissivel (e,, f) em T’ (sendo g, * f,);
- T =T - e, E{f}; { decrementa grau }
-Se (¢(T,'") < ¢(T) entdo
-o(Te) = (T,
fim;
fim;
- Para (cada g,1 T,) faca { pesguisa arestas adjacentes ao depdsito}

- Se (troca (e,, f,) éadmissive em T, ) entdo

_TKl:TK - eoE{fo};
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- caculamenor troca admissivel (e f) en T.';
-Se(c(f)- c(e) <0)entdo
T =T - eE{f};
sendo
T =T
fim;
-Se (o(T.") <c(Tk)) entdo
-o(Te) = (T
fim sg;
fim parg;
-Se(c(T)+ C > z,,) entdo
- retiramos areta f, de G(Ny, E);
fim;

fim. { procedimento}

FiguraVIIl.2: Fixaem zeroavariavel f, adj.ao depdsito

O teorema seguinte garante a otimaidade da K-arvore T, gerada pelo agoritmo VI11.2.
A demonstragéo € andoga ao teorema V1.2,

TeoremaVlil.4: Sga G(N,,E) ungrafoe T, 1 E uma K-avore minima (com grau 2K no
deposito). Se T, é uma aresta de E adjacente ao depdsito e ndo pertencente a T, , 0 dgoritmo

VII.2 acimasempre determina uma K-arvore minima T, com 2K arestas incidentes ao deposito
e T,1 Tx.
Prova:

Demonstracdo andoga ao teorema V1.2,
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Apesar de resolvermos P(2K, ) e P(2K, f,) paacadaumadasarestas f e f,
néo pertencentes a T, (solugdo de P(2K)), necessitamos de um grande esforgo computacional
na resolucdo destes 2 problemas. Como temos m= O(n?) arestas em nosso grafo, podemos
condtatar nestes 2 procedimentos, que serdo necessirios pelos menos O(n?) passos, para
determinacdo da menor trocaadmissivel em T, ’. Note ainda que n+K arestas de T, devem ser
pesquisadas para cadaaresta T (ou f,) 1 T, . Necessitaremos portanto, de pelo menos O(n®)
passos na solugdo de P(2K, T) (ou P(2K, f,)) respectivamente. Assim, ao resolvermos P(2K,
) (ou P(2K, ?0)) para cada uma das arestas ndo pertencentes a T,, teremos uma
complexidade total de O(n°) iteragGes.

Esta complexidade é bastante elevada, ja que, se utilizamos o procedimento que calculaa
K-&vore minima (de complexidade O(n®)) , para cada uma das arestas T (ou f,) ndo
pertencentesa T, teremostambém O(n°) iteragOes!

Uma dternativa interessante, embora ndo tdo eficiente em termos da qualidade do
resultado, é determinarmos limites inferiores para uma solugio de P(2K, f) ou P (2K, f,)

respectivamente. Caso esses limites sgam superiores ao custo da solucéo heurigtica, eiminamos

definiivamente f ou T, de nosso grafo.

VII.3.1 - Determinagéo de limites inferiores para P(2K,f) e
P'(2K,T,):
Para pesquisarmos a determinacio de limites inferiores para os problemas P(2K, f ) e
P (2K, T,), faremos apenas a andise de P(2K, ), no outro caso procedemos de maneira
andoga
Nos preocuparemas gpenas em determinar (no procedimento VI1.1), se uma dada troca,

éoundo admissivdl em T, . No grafo T, ' resultante, calculamos a menor troca possivel, sendo

elaadmissivel ou ndo. Ito ira permitir uma pequena reducéo no esforco computaciona redizado.
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Assm, no procedimento VI1.1, devemos determinar s¢ (e f) e (g,,f) s30 ou ndo
admissiveésem T, .

Para sabermos se cada umas das trocas (g f) s admissiveisem T, , fazemos uma

“contraga0” da nova K-arvore obtida apds ainser¢iio de f (aresta pesquisada). Percorremos
as arestas da nova K-arvore e “eiminamos’ todas as arestas ndo adjacentes ao depdsito com
um extremo de grau um. O processo devera ser repetido se existirem novas arestas com um
extremo de grau um. E f&cil ver que, todes aquelas arestas diminadas n&o formam trocas

~_y

admissiveiscom f . As arestas resultantes da “contragdo” determinam, em sua grande maioria,

trocas admissiveiscom f . Parailustrar essa situag3o, vejamos o seguinte exemplo:

(a) 2-arvore apdsinsercio def (b) 2-arvore“contraida”

Figura VI11.3: Determinagdo de trocas admissiveis

Cada uma das arestas representadas em linha pontilhada, ndo definem trocas admissiveis
com f . Asdemais arestas ndo adjacentes ao deposito, a excecdo da aresta (a,b), definem trocas
admissiveés com f. Como buscamos um limite inferior p/ P2K, f) a um baixo custo

computaciona n&o Nos preocupamaos com a determinacdo daguelas arestas que desconectam o

grafo resultante gpos sua exclusdo (p.ex., aaresta (a,b)).
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Para sabermos se (e,, f) define uma troca admissivel em T, , bastard fazer uma
atudizacdo do nimero de arestas que ligam cada uma das componentes conexas obtidas apds a
insercio de f . Dessamaneira, umaaresta g, néo ird determinar umatroca (e, , f') admissivel se
e, for a Unica aresta que une a componente conexa correspondente a0 depdsito. Note, em
nosso exemplo que f e e,’ ndo definem uma troca admissivel com . Ao contrério, as

demais arestas adjacentes, definem, obviamente, trocas admissiveis com f .

VIl.4 - Fixando variavaelsem um:;

Como observado na secéo V1.2, representamos por Q(k,e) o problema de se encontrar
uma K-arvore minima T, com depdsito de grau k de maneira que e, ndo pertencaa T, . Em
Nosso caso, a solugdo de Q(2K,e) devera ser obtida a partir de T, (solugdo de P(2K)). Ou
sgja, estaremos interessados na resolugdo de Q(2K,e) tomando-se as arestas e pertencentes a
Ty

Nesta sego, faremos uma distingZo entre as arestas de T, adjacentes e ndo adjacentes
a0 deposito. Assim, representaremos por Q(2K, €), ao problema de se encontrar uma K-arvore
minima T, com depdsito de grau 2K e & (ndo adjacente ao deposito) ndo pertencentea T, .

Apresentamos a seguir as condigdes de otimalidade que devem ser satisfeitas por uma

solucdo de Q(2K, €). A demonstracdo é andoga ao teorema VI1.1:

Teorema VI1.5: (Condigdes de Otimaidade)
UmaK-arvore T, com grau 2K no depdsito serd Gtima parao problemaQ(2K, €) see
somente se satisfizer as seguintes condigdes de otimalidade:
i)Sgam e, e f, duas arestas ndo incidentes ao deposito. N&o existem trocas admissivels
satifaorias (e, f, ) (onde e 1 T, f, 1 T, e f 1 &)
ii) N&o haveratrocas admissivels satisfatorias (e, f,°) onde e’ 1 T, e i T, sendo €’ e

£,° incidentes ao depadsito.
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iii) N&o havera duas trocas admissiveis satifatdrias (€, 1) € (e, f) com e el T,
f, 21 T, sendo e, f, incidentes no depdsito; f,, e, ndo incidentes ao depdsito e
f1e.

Prova: Demonstracdo andogaao teorema VlI.1.

O dgoritmo seguinte cacula ovaor do “novo’ limite inferior o(T, ), obtido apds a
resolucdo do problema Q(2K,€) a partir de P(2K). O valor C , abaixo, representa o termo

congtante presente na funcdo lagrangeana (associado aos multiplicadores de Lagrange).
Obviamente, no processo de reducdo de nosso grafo, este procedimento devera ser executado
para cada uma das arestas € pertencentes a T, (solugdo de P(2K)) ndo adjacentes ao

deposito. Teremos um procedimento andlogo para as arestas €, adjacentes ao deposito e

pertencentesa Ty .

PROCEDIMENTO VI1.3: (Fixaemumaresta €1 T, néo adjacente ao depdsito)

Inicio
-o(Ty) - +¥, {inidalizacusto de T, }
- Para (cadafl T,)faga { pesquisa arestas ndo adjacentes a0 depdsito}

- Se(troca (€, f) éadmissivd em T, ) entdo
-Te' =T - =E{f};
- caculamenor troca admissive (e,, f,) en T.';
-Se(c(f,)- c(e) <0)entdo
- T =T - 6 E{f};

sendo

fim;
- Se (o(T,") <c(Ty)) entéo

-o(Te) = (T
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fim sg;
fim para;
- Para(cadaaresta f, I T,)faca { pesquisa arestas adjacentes ao depdsito}
- Se (troca (g, f,) éadmissivd em T, ) entéo
-T =T, - EE{f,}; {incrementagrau }
- cdculamenor troca admissive (e,,fyem T, ' (sendo f * €);
-T. =T, - e, E{f}; { decrementa grau }
- Se (o(T,") <c(Ty)) entéo
-o(T) ~ (T
fim;
fim;
-Se((o(Te) + C) > 7,5 ) entéo
- fixamos € em G(N,,E);

{ procedimento}

FiguraVll.4: Fixaem um avariavel € nao adj. ao depdsito

O teorema seguinte garante aotimdidade de T, (solucéo de Q(2K, €)) a partir de T,

(solucéo de p(2K)).

TeoremaV1l.6: Sga G(N,,E) ungrafoe T, 1 E uma K-avore minima (com grau 2K no

depdsito). Se € é uma aresta de E ndo adjacente a0 depdsito e pertencente a T, , 0 dgoritmo

V1.3 sempre determina uma K-&vore minima T, com 2K arestas incidentes ao depdsito e €

ndo pertencentea T, .

Prova:

Demonstracdo andloga ao teorema V1.2,
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No procedimento VII.3, determinamos um critério para fixar em um, as arestas
(variaveis) pertencentesa T, e néo adjacentes ao deposito. Vejamos agora como fixar em um
as variaveis pertencentes a T, e adjacentes a0 depdsito. Analogamente ao caso anterior,
denotaremos por Q' (2K,E,), o problema de se encontrar uma K-&vore minima T, com
depdsito de grau 2K etal que, aaresta €, (adjacente a0 depdsito) ndo pertencaa T, .

Apresentamos a seguir, as condi¢des de otimalidade que devem ser satisfeitas por uma

solucdo de Q' (2K, &,). Novamente, a demonstragéo € andloga ao teorema V1.1

Teorema VI1.7: (Condigdes de Otimalidade)
UmaK-arvore T, com grau 2K no depdsito sera 6tima para o problema Q (2K, §,), se
e somente se satisfazer as seguintes condigdes de otimalidade:
i)Sgam e, e f, duas arestas ndo incidentes ao deposito. N&o existem trocas admissivels
satifaorias (e, f, ) (onde e, 1 T, e f, T T.).
ii) Néo havera trocas admissivels sttisfatdrias (e?, f°) onde e’ T, e £ 1 T, sendo e’ e
f° incidentes a0 depésitoe f’ 1 &,.
iii) N&o havera duas trocas admissiveis satisfatorias (€,f) € (e, f°) com e’ e,i T,
f, £21 T, sendo ¢, f° incidentes no depdsito e f, e, ndo incidentes ao depésito e
fP18.
Provas Demondracéo andoga ao teorema Vll.1.

Apresentamos a seguir um procedimento, semelhante ao procedimento VII.3, paa
solucéo do problema Q' (2K, &,), a partir da solugéo de P(2K). Este agoritmo é executado para

cadaumadas arestas €, pertencentesa T, e adjacentes ao depdsito. Anaogamente a0 caso

anterior, C, representa 0 somatorio das parcelas associadas aos multiplicadores da fungéo

lagrangeana.
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PROCEDIMENTO VII.4: (Fixaemumaaresta &1 T, adjacente ao depdsito)

Inicio
~o(Ty) = +¥; {iniddizacustode T, }
- Para (cadafl T,)faga { pesquisa arestas ndo adjacentes ao depdsito}

- Se (troca (&, f) éadmissivdl em T, ) entdo
-T' =T, - § E{f}; { decrementa grau do depdsito}
- clculamenor troca admissivel (e, f,) en T.'; (o/ f, * &)
-T =T - eE{f}; {incrementa grau do depdsito}
-Se (¢(T,") <c(T,)) entéo
(Te) ~ (T
fim se;
fim parg;
- Para (cadaaresta f, | T,)faca { pesquisa arestas adjacentes ao depdsito}
- Se (troca (g, f,) éadmissivd em T, ) entéo
- T =T - & E{f};
- calculamenor trocaadmissivel (e, f)em T, ’;
-Se(c(f)- c(e) <0) entdo
-T'=T'- eE{f};
senédo
T
fim;
-Se ((T,") <o(Ty)) entéo
-o(Te) ~ (T ")
fim;
fim;

‘Se((C(TK)"' CLB)> 48 )enté-o
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- fixanos aresta €, em G(N,, E);

fim. { procedimento}

FiguraVI11.5: Fixaem um avariavel §, adj.ao deposito

O teorema seguinte garante a otimaidade de T, (solucdo de Q' (2K, €)) a partir de
T, (solucéo de p(2K)).

TeoremaVI1l.6: Sga G(N,,E) ungrafoe T, 1 E uma K-avore minima (com grau 2K no
depdsito). Se g, é uma aresta de E adjacente ao deposito e pertencentea T, , 0 algoritmo VI1.3
sempre determina uma K-arvore minima T, com 2K arestas incidentes a0 depdsito e & néo
pertencentea T, .

Prova:

Demonstracéo analoga ao teorema V1.2,

Da mesma forma que nos procedimentos que fixavam variaveis em zero, teremos
também, neste caso, um grande esforgo computaciona para gerarmos uma solucéo de Q(2K, e)

e Q' (2K, &) respectivamente. Para fadilitar um pouco essa tarefa, calculamos limites inferiores

para para a solucdo destes 2 problemas.

VIl.4.1 - Determinacdo de limites inferiores para Q(2K,e) e
Q'(2K,&):

Para pesquisarmos a determinaczo de limites inferiores para os problemas Q(2K,e) e

Q' (2K, &), faremos apenas a andise de Q(2K,e) , no outro caso procedemos de maneira

andoga
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De maneira andoga a se¢do VI1.3.1, nos preocupamos gpoenas em determinar se uma
dada troca, € ou ndo admissivel em T, . Assm, no novo grafo T, ' obtido, calculamos a menor
troca possivel, sendo ela admissivel ou ndo. I1sto ira permitir uma peguena reducéo no esforgo
computaciond redlizado.

Para determinarmos limites inferiores para uma solucdo de Q(2K, €), verificamos gpenas
seastrocas (€, f) e (€, f,) no procedimento VI11.3 sBo ou ndo admissiveéisem T, (vide figura
VI11.6). Em seguida, andlisando-se T, ', caculamos as menores trocas (&, fy) e (e,, ) (para

f 1 &)admissvasoundoem T, .

(a) 2-arvore aposretirada dee”

Figura VI11.6: Determinacdo de tr ocas admissiveis

Para sabermos se astrocas (€ ,f) e (€, f,) s ou ndo admissiveésem T, , “diminamos’

€ e checamos se 0 grafo resultante € ou ndo conexo. Caso 0 novo grafo sga desconexo,
teremos 2 componentes conexas com rétulos digintos (vide figura VI11.6). Quaquer areta

f1 T,(onde f1€) ou f,1 T, conectando estas duas componentes define uma troca

admissivel com e.
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VII.5 - Estrutura de dados utilizada na fixacao de
variaveis:

Para melhor usufruir das vantagens oferecidas pelos procedimentos que fixam variaveis,
devemos nos preocupar com um armazenamento adequado das varidvels livres (ainda ndo
fixadas) e asjafixadasem um.

Como discutido anteriormente, a idéia sera mantermos as variave's fixadas em um
sempre presentes nas K-arvores minimas e solugBes heurigticas geradas posteriormente. Isto
podera contribuir para uma melhor quaidade na determinacéo dos limites inferiores e superiores
respectivamente. Além disso, o tempo de processamento pode ser reduzido se desprezamos
definitivamente as variavels fixadas em zero.

A ilugracdo seguinte (figura VI11.7) mostra como armazenamos as variaveis livres e as
vaiaveisjafixadasem zero ou um. Como gpresentado na capitulo IV (se¢do 1V.3.3), umalista

L contendo 3 campos, armazena as extremidades e 0 custo de cada aresta. Chamaremos esta

listade CLAG, vetor de custos lagrangeanos.

CLAG
ENDV1| | ceeeee | | | eeveeeeee | e
ENDV2| | veeven | | | e | e
WEIGHT | | veeven | | | eveeeeeee | | | eeviieen
1Ts Var. livres O's

Figura VI1.7: Representacdo das var. fixas e livres no vetor de custoslagrangeanos

Todas as varidves fixadas em zero associadas as arestas ndo incidentes ao depdsito sfo
representadas no final do vetor de custos lagrangeanos. Para fixarmos em zero as arestas
(varidveis) incidentes ao depdsito fazemos o custo lagrangeano correspondente igud a infinito.
Como veremos pogteriormente (capitulo seguinte), isto ira facilitar a determinacéo das K-arvores

minimas e s0lugBes heurigticas geradas nas demais iteragBes do subgradiente. Observe que, ao
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percorrermos CLAG, somente as posicies correspondentes as varidveis livres e iguais a um
sgam pexquisadas. Teremos consequentemente, uma grande economia no tempo de
processamento.

Edta representacdo permite ainda que identifiquemos facilmente as arestas presentes na
solucdo Gtima (iguais a um). Estas arestas deverdo figurar congtantemente nas solucbes
heurigticas e K-arvores minimas geradas nas iteracfes futuras do subgradiente.

Note entretanto que, antes de iniciarmos a fixagdo de variaveis, utilizamos uma funcdo
POSICAO que mapeia todas as arestas do grafo para uma lista de arestas. Ao fixarmos uma
vaidvd em zero ou um fazemos trocas entre as arestas de CLAG dterando a funcéo
POSICAO preestabelecida. Para resolvermos este problema, criamos um vetor adiciona que
indica a nova posi¢éo de um par de arestas em CLAG sempre que dgumatroca for efetuada



