Capitulo |

Roteamento de Veiculos

|.1 - Introducéo:

Roteamento de veiculos é uma designacdo genérica utilizada para uma grande quantidade
de problemas de otimizacdo combinatoria, envolvendo basicamente, a distribuicdo e coleta de
mercadorias e servicos.

Trabaharemos especificamente com o problema de roteamento de veiculos com
restrigdes de capacidade (PRVRC). Deveremos atender um conjunto (fixo) de clientes, cada um
com uma demanda especifica, utilizando para isso, uma frota de veiculos com capacidades
idénticas. Todos os veiculos devem partir e retornar a uma mesma origem (depdsito) e cada
cliente deve ser vistado uma Unica vez. Nosso objetivo sera minimizar adisténciatota percorrida
pelos veiculos atendendo a demanda dos clientes sem violar a capacidade de cada veiculo.

Muitas aplicagbes sfo extensdes diretas deste problema cléssico de roteamento (c¢/

restrigdes de capacidade). Entre as restricOes adicionais associadas ao problema podemos citar:



1) a utilizac@o de varios depdsitos,

2) a utilizacdo de percursos que possam e iniciar em um deposito e terminar em um
depdsito digtinto;

3) aendimento aos clientes em jandas de tempo (time-windows) previamente
estabelecidas,

4) a utilizacdo de um tempo total T de percurso paratodos os veiculos,

5) autilizacdo de uma disténcia maxima D para o percurso de cada veiculo;

6) veiculos que percorrem duas ou mais rotas digtintas em um mesmo dig;

7) restrices de precedéncia na visita aos clientes;

8) a utilizacdo de outros objetivos, como por exemplo, a minimizacdo do nimero de
veiculos utilizados,

9) veiculos com capacidades ditintas, etc.

O problema cléssco de roteamento de veiculos pode ser definido em um grafo

sméricoG = (N,,E) sendo que N,={0,1,2,..,n} representa um conjunto de n+1 vértices (0
vértice O representa 0 depdsito e os demais vértices os clientes). O conjunto de arestas
E={G,j)/i,jT N,ei? j} defineasconexdes entre cada par de vértices. A cadauma das arestas

(i,J) de E, representamos por C. , 0 custo de trangporte associado a0 se vigjar do vértice i para o

i
vérticej.

Podemos encontrar uma grande quantidade de trabahos na literatura abordando as
inimeras variagbes do problema classico de roteamento de veiculos (aporte e Osman[94]).
Entre os “estados da arte” sobre o assunto podemos citar os trabalhos de Bodin et d. [83],
Chrigtofideq85], Laporte e Nobert[87], Laporte[92.b] entre outros.

O problema de roteamento de veiculos ¢/ restrices de capacidade (PRVRC) pode ser
visto como uma extensZo do problema do m-caixeiro vigante. No m-caixeiro vigante desgamos
atender a um conjunto de clientes utilizando uma frota de m veiculos com capacidade ilimitada,
iniciando e findizando cada um dos percursos em um vértice pré-determinado (depdsito).

Analogamente ao problema de roteamento, cada cliente deve ser percorrido uma Unica vez e o



objetivo sera minimizar 0 “custo tota” de transporte. Os problemas de roteamento descritos
acima podem ser classificados como NP-arduos por serem uma extensdo do problema do m-
caixeiro vigiante, reconhecidamente NP-arduo (vide Garey & Johnson[79] e Lengtra & Rinnooy
[81]).

Fazemaos a seguir, uma breve exposicéo de algumas das principais técnicas utilizadas na

solucdo do problema de roteamento de veicul os com restri¢des de capacidade (PRVRC):

|.2 - Métodos Heuristicos:;

Em funcéo da eevada complexidade dos problemas de roteamento em gera (problemas
NP-Arduos), muitos dos agoritmos propostos para solugdo destes problemas, ndo buscam
diretamente um minimo global. Nestes casos, uma solugéo de baixo custo computaciona (em
tempo polinomia) e idelmente “préxima’ da solugcdo Gtima procurada é obtida. Os métodos
heuristicos podem ser divididos basicamente em duas fases: determinacéo de uma “boa’ solugéo
viavel e buscalocd para mehoria desta solucéo.

A determinacéo de solucgdes vidvels para 0 problema de roteamento é frequentemente
derivada de procedimentos para o caixeiro vigante (vide Laporte [92.d], [92.b]). O método do
vizinho mais proximo, dgoritmo de inser¢do e mehoramento de rotas (tour improvement)
podem ser gplicados ao problema de roteamento quase sem modificacBes. A Unica preocupacao
nestes casos, € satisfazer as restricOes adicionai's presentes no problema de roteamento.

Uma das heuristicas mais conhecidas para o problema de roteamento (¢/ restricBes de
capacidade) € o dgoritmo de Clarke & Wright [64]. Neste caso, 0 nimero de veiculos utilizados
néo é fixado a priori. O méodo se inicia com a construcdo de rotas smples (depdsito-cliente-
depodsito) e, a cada passo, busca-se a formacdo de novas rotas viavels a partir das rotas ja
obtidas. A judtificativa para 0 procedimento € que o custo associado a duas rotas digtintas é
sempre maior que o custo associado a uma Unica rota que atenda a clientes. Desta forma,
tem-se uma diminuicdo no “cugto total” de transporte sempre que duas novas rotas puderem ser
combinadas para formagéo de uma nova rota, sem violar obviamente, a capacidade do veiculo
gue atende a esses clientes.

Esta Situacéo é representada esquematicamente na Figural.1 a seguir:



Figural.l: Construcado da rota O-i-j-0

Note que s; = 2¢, +2¢,; - (C; +C; - C;) = &, +C; - C; representa a economia de
custo obtida apos a substitui¢cdo das rotas 0-i-0-j-0 pela rota 0-i-j-0.
Descrevemos a seguir, as principais etapas presentes no agoritmo de Clarke&

Wright[64]. Sgjan, o nimero total de clientese ¢; 0 custo de transporte associado a0 percurso

diretodondi paraondj (ou vice-versa).

ALGORITMO: (Clarke & Wright [64])
Passo 0) Congtrdi n rotas smples (depdsito-cliente-deposito);

Passo 1) cdculaaseconomias s; = ¢, +C,; - ¢;, ondei* j (o vertice O representa o depdsito e

0s demai's vértices representam os clientes);

Passo 2) ordena (em ordem decrescente) as economias s ;

Passo 3) selecionaamaior economia s; ;

Passo4) se ndo for violada a restricdo de capacidade, i e j ndo pertencerem amesma rotae |
(ou j) ndo forem interiores a nenhuma das rotas ja obtidas (isto € se i (ou j) ndo
estiverem “ligados’ a0 depdsito) entdo conectamos 0s vértices | e | e aualizamos a
capacidade da novarota;

Passo 5) atualiza a ordenacéo das economias;

Passo 6) retorna ao passo 3.

Figural.2: Algoritmo Clarke& Wright



Aseconomias s; >0 indicam a redugdo obtida no custo de transporte ao percorrermos a

aresta (). O dgoritmo acima termina quando a lista de economias s; se tornar vazia Edte

procedimento pode ser executado em O(n®logn) passos mas sua complexidade pode ser
reduzida utilizando-se estruturas de dados apropriadas (vide p. ex. Golden et a.[77], Nelson et
al. [85]). Paessens [88], propde ainda agumas variantes deste método.

Em Laporte [92.b] pode-se encontrar outras heuristicas bastantes utilizadas para o

problema classico de roteamento (PRVRC).

Uma das técnicas mais eficientes na busca local desenvolvida para o problemado caixeiro
vigante € o dgoritmo de Lin & Kernighan[73] (k-optimad). Esta técnica pode ser utilizada
também para o0 problema de roteamento gpds determinarmos uma solugéo vidvel para o
problema. Neste caso, cada uma das rotas definidas pela solucéo heuristica no roteamento,
determina uma rota viavel para o problema do caixeiro vigante. Como discutido em Savage et
a [76], os métodos de buscaloca aplicados a vizinhangas de tamanho polinomia nunca garantem
otimalidade, ou sgja, sempre podemos congtruir ingténcias aonde a busca local se mostra bastante
ineficiente Papadimitriou & Steiglitz[78]). Logo, ndo temos garantida o0 obtencdo do Gtimo

globa do problema utilizando-se apenas métodos heuristicos.

Especiamente na Ultima década, outras técnicas conhecidas como metaheuristicas tiveram
uma grande aceitacdo na resolucdo de problemas combinatdrios em gerd (vide Reeveq93)).
Entre elas podemos citar o simulated annealing, busca tabu, mé&odo GRASP, agoritmos
genéticos entre outras. Estes métodos geram solugdes vidveis e fazem busca locd como nos
métodos heurigticos cléssicos, mas permitem também, um aumento no vaor da funcdo objetivo na
intencdo de escapar dos minimos locais (considerando obviamente que o problema origina sga
de minimizacéo).

Em Gendreau, Laporte e Potvin[94], podemos destacar a aplicacdo de varias

metaheurigticas distintas na resolugéo do problema de roteamento de veicul os.



|.3 - Méodos Exatos:

Os méodos exatos trabalham, em sua maioria, com esquemas de enumeracéo
conhecidos como “busca em arvore” (branch-and-bound) etem por objetivo a determinacdo de
um otimo globa para o problema. Nestes métodos, visamos basicamente a determinacéo de
limites inferiores (e superiores) para o custo de um étimo globa. Estes limites podem ser obtidos
por procedimentos distintos, podendo-se destacar por exemplo, a relaxacdo lagrangeana
(Geoffrion[74]) ou rdaxacao linear (Dantzig[51]).

Meétodos de busca em arvore geram esquemas de enumeracdo a partir do dominio do
problema origind. Este dominio € dividido (idealmente particionado) sempre que o limite inferior
obtido ndo atinja a uma solucdo Gtima do respectivo dominio. Pesquisamos somente aquele nds
(sub-problemas) da arvore de busca onde uma solucéo Gtima pode ser encontrada. Varios nos
poderdo ser descartados implicitamente utilizando-se os melhores resultados parciais obtidos ao
longo do processo de busca (limites inferiores e superiores). Quanto melhor forem os limites
inferiores associados a cada nd, menor serd 0 tamanho (nimero de nés) de nossa avore de
busca (Murty[76]).

Para ilustrar a geracdo de limites inferiores nos métodos de busca em &vore (oranch-
and-bound), vgamos por exemplo, a edratégia utilizada por Miller[95] na resolucdo do
problema de roteamento de veiculos (PRVRC). Miller trabaha basicamente na determinagéo do
b-emparel hamento (b-matching) de custo minimo (Miller & Pekny[94]).

Sga G(V,E) um grafo completo com um conjunto V, de n+1 vértices, e um conjunto E de
arestas. A determinacdo de um b-emparelhamento minimo em G(V,E) é redizada buscando-se

umsubgrafo M(V, E) tal que, cadaveérticei de V sga adjacente em exatamente b, arestas de E.
Cabe ressaltar ainda que uma aresta. e pertencente a E, pode ser computada d, vezes. Como

veremos a seguiir, o problemado b-emparelhamento escolhendo-se convenientemente os valores

de b, paracadai V, e d, para cada d E, pode ser vito como uma relaxagio para o

problema de roteamento de veiculos ¢/ restri¢ies de capacidade.

Os custos e a capacidade de cada aresta e pertencente a E séo representados por c, e

d, respectivamente. Para cada subconjunto Sl V, representamos por s (S) o conjunto das
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arestas de E com ambas as extremidadesem S, e d(S) 0 conjunto das arestas pertencentes a E
com gpenas uma das extremidadesem S. Sga x,, avariavel que representa 0 nimero de vezes

que computamos aarestael E. Temos ent3o a seguinte relaxacio para o PRVRC:

ming c.x, (1)
elE
sa Qax.=h, "ilv )
el d(i)
0f£ x, £d, ©)

x,d 12z, "elE 4
onde:

b, = 2K é grau do depdsito;

b =2 plil{1.,n};

d, =2, " & d({0});

d =1, " d d{0}).

Note que o conjunto de restrices (2), indica a existéncia de K rotas (ja que temos 2K
aredtas incidentes a0 depdsito). Além disso, cada cliente deve ser vistado uma Unica vez. O
conjunto de restricdes (3) e (4) indicam que gpenas as arestas incidentes ao depdsito podem ser
duplicadas, possibilitando a existéncia de rotas smples do tipo (depdsito-cliente-depdsito).

Note, na formulacdo (1)-(4) acima, que temos uma rdaxacéo (limite inferior) para o
problema de roteamento ja que as restricbes de capacidade de cada veiculo e conexidade do
grafo sdo desprezadas.

Representamos nafigura .3 uma solucéo vidvel parao b-emparelhamento com 3 veiculos

e 11 vértices



11

Figural.3: Solucdo viavel p/ o problema do b-emparelhamento

Sgja g, a demanda associada a cada cliente e C, a capacidade de cada veiculo. Uma

formulacdo para 0 PRVRC pode ser gpresentada se introduzimos o seguinte conjunto de
restrigdes (de eliminacdo de sub-rotas) as restrigdes que definem o b-emparel hamento:

a x£|9- QU e alS)=4 a,, S V\oe|g2 3 (5)
els (9 SC H

i1s

Sgja Y, 0 conjunto de todos os subconjuntos S que satisfazem (5). Se duaizamos 0

conjunto (exponencid) de restrigdes (5) e associamos multiplicadores | ¢ 2 0, a cada uma destas

restricles, teremos 0 seguinte problema lagrangeano:

L(x,| ):min}é Tx -l sgﬂ- €a(s) i
T e Sty g C %

sa  (9-(4

[o]
onde cT,=c,+ gls.
{dels (9)}

Como temos um numero exponencid de restricdes de eiminacéo de sub-rotas sdo

dudlizadas apenas aguedlas que venham a violar a solugdo de um problema lagrangeano
(Miller[95]).



Desgamos gustar os multiplicadores de Lagrange de maneira a obter o maior limite
inferior possivel. Paraisto, podemos resolver o seguinte problema dua lagrangeano pelo método
subgradiente (Geoffrion[74], Fisher[81]):

max L(x,I)
(PD)
sa 130

No método subgradiente, basicamente, determinamos um conjunto de multiplicadores |
inicid e resolvemos o problema lagrangeano associado. Em seguida, esses multiplicadores séo
atudizados e 0 processo € repetido até que agum crité&rio de parada tenha sido atendido.
Maiores deta hes podem ser encontrados em Geoffrion[74] ou Fisher[81].

Assm, para cada conjunto de multiplicadores | dado, temos o problema do b-
emparelhamento, que pode ser resolvido em tempo polinomid (vide Miller e Pekny[94]). Em seu
trabaho, Miller[95] implementa ainda uma pegquena variacdo do méodo subgradiente
apresentado em Geoffrion[74].

Entre os méodos de resolucdo para 0 problema de roteamento de veiculos utilizando
programacao linear inteira podemos citar o trabaho de Bainski e Quandt[64]. Nesta abordagem,
eles utilizam uma formulacdo que trabaha com a particdo de conjuntos (set partitioning) e
geracao de colunas.

Sgja J, o conjunto de todas as possivels rotas j viavds e a; um conjunto de
coeficientes binarios 0-1, representando 1 se e somente se o vértice i>0 gparece narotaj e 0 em
caso contrario. Representaremos por c’; , 0 custo Gtimo associado arotaj e por X, , avaiavel

bindriaigud a1 se e somente se arota j gparece na solugdo Gtima. Se ndo fizermos restrigbes
guanto a0 numero de veiculos utilizados o problema de roteamento poderd ser formulado da

Seguinte manera
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min § c;x, (6)
it
sa  aax =1, " ilv\{g 7)
iTJ
x 1{0g, " jT3J (8)

Observe que o conjunto de restrigdes (7) indica que cada cliente deve pertencer a uma

Unicarota. Podemos destacar 2 dificuldades principais associadas a esta formulacéo:

(i) ondmero extremamente grande de variaveis bindrias X; ;

(i) agrande dificuldade no cdculo dos custos c; .

Note (item (ii)) que no problema de roteamento (PRVRC), cadarotaj corresponde a um

conjunto de vértices S; satisfazendo a capacidade de cada veiculo. O valor c? € entdo obtido
resolvendo-se o problema do caixeiro vigante en  S;. Se considerarmos que 0 nimero de

vaiaveis envolvidas sga razoavelmente pequeno (ndo mais que aguns milhares de vaiaveis),
qualquer agoritmo desenvolvido especificamente para o problema de particdo pode ser utilizado
(vide Bdas & Padberg[79], Marsteng 74]).

Uma abordagem naturd para se contornar tais dificuldades é utilizarmos o méodo de
geracéo de colunas na obtencdo da relaxacéo linear de (6)-(8) (isto €, (8) € substituido por
OEx £L1" j1J). Edta técnica foi gplicada inicidmente ao problema de roteamento de
veiculos por Rao e Ziontg 68], Foster e Ryan[76], Orloff[ 76] entre outros.

Na geracdo de colunas sdo construidos, a cada iteracéo, problemas reduzidos contendo
um subconjunto de todas as possiveis colunas (variavels). A relaxacdo linear do problema
reduzido gera varidveis duais Gtimas | . Para checarmos a otimdidade da soluggo, calculamos

umacolunas (associadaaumavariavel X, ) e satisfazendo &

c,- 1y, =min{c] - Iy} ©)
jrd
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onde y; € o vetor coluna associado a varidvel x;. Se o custo reduzido associado a
variave x, for postivo, a solugdo corrente serd Gtima. Caso contrério, X, entra na base e o

problema é reotimizado. Como no problema de roteamento de veiculos as solughes viaveis
devem s inteiras, este procedimento deve ser utilizado conjuntamente com o dgoritmo branch-
and-bound como forma a garantir solugdes Gtimas. Desrosiers, Soumis e Desrocherg84]
resolvem (9) utilizando um agoritmo para 0 problema do caminho minimo com as mesmas
restrigdes que o problema origina de roteamento.

A técnica de programacéo dindmica foi origindmente proposta para o problema de
roteamento de veiculos por Eilon, Watson-Gandy e Christofideg71]. Outras técnicas geram
limites inferiores utilizando programacdo dindmica. Na programacdo dinamica, a principa etapa é
a determinacéo de uma formula de recorréncia. A solucdo 6tima do problema origind ou de uma
relaxacdo para o problema origina € entdo obtida iterativamente a partir da base do processo
recursvo. Entre os principais trabahos que utilizam programacéo dinamica podemos citar
Christofides et a.[8l.a], a relaxacdo de espacos de estado de Chrigtofides, Mingozzi e
Toth[81.b] e mais recentemente, Hadjiconstantinou, Christofides e Mingozzi[95].

Em Luceng[86], € proposto um dgoritmo exato para o problema de roteamento
(PRVRC). O procedimento eimina inicidmente varias rotas sub-6timas através do uso de
limitantes e condigdes de dominancia derivadas da relaxacéo de espacos de estados. Um
conjunto de rotas contendo uma solugdo Gtima € identificado e um problema de particdo Set
partitioning) é resolvido. Uma abordagem envolvendo uma formulacdo de dois fluxos é também
apresentada.

Em Arague, Kudva, Morin e Pekny[94]; HIll[95] e Augerat[95] sdo propostos
agoritmos do tipo branch-and-cut, na solugdo do problema classico de roteamento. Em todas
as abordagens apresentadas sf0 resolvidas instancias que variam de 50 a 150 clientes. Novas

classes de restricles vdidas para o problema sdo também apresentadas.



