Capitulo VI

| dentificacdo de RestricOes Violadas

VI.1- Introducéo:

Neste capitulo, sera discutida nossa abordagem que trata da identificacdo de restrigdes
violadas a partir da solucdo de um problema lagrangeano, que consste, basicamente, na
determinacéo de umaK-arvore minima c/ 2K arestas incidentes ao depdsito. A identificacdo de
restricOes violadas neste caso, € sgnificativamente mais Smples se comparada a relaxacéo linear
(onde temos solucdes podendo assumir valores fracionarios).

N&o é conhecido aé o momento, nenhum agoritmo exato polinomid para a separacéo
de sub-rotas violadas por uma relaxacéo linear (associada a uma formulacdo do problema de
roteamento). Como Harche e Rinadi[91] mostraram que este problema de separacdo € NP-
completo, suaresolucdo em tempo polinomia sera possivel se e somente se P=NP.

Trabahamos na identificacéo de sub-rotas, combs e multistars violadas partindo sempre
de umaK-&vore minima ¢/ 2K arestas incidentes ao deposito (solucdo inteira). Como veremos a
seguir, acadaiteracdo do método subgradiente, podemos resolver de maneira exata e em tempo
polinomid o problema de identificacgo de sub-rotas violadas. Questfes relativas a implementacéo
e estruturas de dados utilizadas por 3 classes de restrices  serdo também discutidas neste

capitulo.



V1.2 - Geracéo de Restrigcoes de Eliminacéo de Sub-rotas
(outra abordagem):

Na abordagem aternativa apresentada aqui, ndo nos restringimos a geracéo de sub-rotas
a partir de sementes (como proposto por Fisher[94.b]). Em nosso caso, a determinacéo de
restricBes violadas é redizada buscando sempre informagdes presentes na solugdo do problema
lagrangeano corrente (K-arvore). Isto difere da proposta apresentada iniciamente por
Fisher[94.b], que apresentava um conjunto de parti¢des independentes sem se ater a evolucéo de
cada problema lagrangeano obtido.

Uma dterndtiva interessante na geracdo de sub-rotas violadas € particionarmos nosso
conjunto de clientes em m componentes conexas (onde m € um vaor entre K e 2K). Para isso,

bastara eliminarmos todas as arestas X, da K-arvore minima (solugéo do problema lagrangeano)

gue ligam os clientes ao depdsito.

Para cada uma das componentes conexas S (ondek = 1,...,m), construimos a restri¢ao:

S, =2r(S)- x(d(S,))£0 @

onde r(S,)=d(S) /bye X(AS) = a & %, (sndo %, =1 paraii 5 e §).

1S jT S

As vaiaveis bindriss X, representam as arestas presentes na solugdo do problema
lagrangeano.
Como estamos interessados apenas nas restricdes que violem nossas restrigdes de

capacidade devemos nos preocupar com partigoes onde temos s, >0 na solugdo do problema

lagrangeano (K-&vore). Dedta forma, duaizamos apenas um subconjunto das m particles
obtidas nesta iteracéo do método subgradiente! Como consequiéncia do teorema I11.2 (capitulo
[11), apenas as restricdes violadas “poderdo” proporcionar um incremento estrito do limite

inferior.



Para ilustrar a geracdo de restricdes aqui proposta, vgamos 0 seguinte exemplo onde
temos uma 3-&vore minima com um veértice fixo (depdsito) de grau 6 e 3 veiculos de
capacidade b=20. As demandas de cada cliente estéo representadas ao lado de cada n6 entre
parénteses. A demandada particdo S (p/ i=1,2,3) é representada por d(S):

S d(S) = 24
d(S) =25
d(Se) = 12

Figura VI.1: Determinacéo das particbes S

Noteque r(S) =2 r(S) =2 e r(S) =1, o limitesinferiores para 0 nimero minimo

de veiculos que atende a cada subconjunto. Verificando as restrices violadas pela solucdo do
problemalagrangeano para cada umadas partigdes S, obtemos:

a X; (rest. violada)
ilSjis

s,=2r(S)- a ax =4-1=3>0 (rest violada)
is,jis,

sszzr(g)-éészz-zm oK
is,j15

Segue-se que as restricoes: é é X; 34 e é é X; ® 4 devem ser dudizadas e
s, ji s i1s,j1s,

adicionadas ao nosso conjunto de restrigoes ativas.



Temos entéo a seguinte heurigtica para determinac@o de sub-rotas violadas.

PROCEDIMENTO VI.1: {Heurigticap/ determinacéo de sub-rotas violadas}
Inicio
- achou rv =FALSO; {indica se achamaos ou néo rest. violadas}
- desconectamos todos os clientes do deposito;
{ obtemos m componentes conexas § (parai=1,..,m)}
- cdculamos x(d( §)), parai=1,..,m;

- para(i=1,..,m) faca

éd(S)u_ :
&b # x(d(8));

- Se(s, >0) entéo

-cdeulas,; =2

- adicionaparticdo § ao conjunto ativo;
- achou_rv = VERD;
-fim;
- fim;
- retornaachou _rv;  {retornafalso ou verdadeiro}
fim.

Figura VI1.2: Heuristica p/ determinagdo de sub-rotas violadas.

Podemos congtatar facilmente que, caso nenhuma restricéo violada tenha sido encontrada
ao fina de nossa heuristica, ndo teremos garantida a existéncia ou ndo de sub-rotas violadas. Para
ilustrar Situagdo, vejamos o exemplo dafigura V1.3 onde apresentamos uma 2-arvore com 4
arestas incidentes ao depdsito. Ao lado de cada n6 estéo representadas as demandas de cada

diente



Figura V1.3: Identificacdo de sub-rotas violadas

Observe que, embora as particdes S, e S, geradas por nossa heuristica (componentes
conexas) ndo sgjam violadas, aparticio S, € violada pois:

s,=2

éd(b%)l;l_ X(d(S,))=22- 3=1>01l

€ b H

Apresentamos a seguir um agoritmo exato polinomid na identificacdo de sub-rotas
violadas. Egte dgoritmo retorna VERD ou FALSO conforme exisam ou ndo sub-rotas violadas

em nossa K-arvore.

PROCEDIMENTO VI.2: {dg. exato p/ identificacdo de sub-rotas violadas - verséo 1}
Inicio
achou_rv := procedimento V1.1 {retorna VERD ou FALSO}
Se (ndo achou_rv) entao
Se (exigtir dguma aresta ¢/ um extremo de grau 1) entao
- adiciona vértices ¢/ grau 1 ao conjunto ativo (restri¢des duaizadas);
- achou rv = VERD;
fim;
fim;
retornaachou rv;
fim.

Figura VI.4: Determinagdo de sub-rotas violadas (alg. exato).
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E fécil ver que cada vérticev comgrau 1 em T, determinauma paticio S, ={\} violada

o= 1e xds) =1)

Mostraremos formamente a seguir que o agoritmo V1.2 €mpre resolve, de maneira

cds,=1>0 (jaque

exata, 0 problema da identificacd de sub-rotas violadas em uma iteracdo qualquer do
subgradiente, ou sga, se ndo exigtirem vértices com um extremo de grau 1, ndo exigtirdo sub-

rotas violadas. VVgamos iniciamente a seguinte notagao:

Notacdo: Sga S (parai=1,..,m), cadauma das componentes conexas obtidas desconectando-
s os clientes do depdsito. Representaremos por G (V, E(V,)) onde i=1,..m os subgrafos

induzidospor V. = S E {0}.

Lema VI.1: Se ndo exigirem partigdes violadas ao find da heurigtica V1.1, teremos d(S) £Db
parai=1,..m.
Prova:

Suponha iniciamente que apenas uma aresta ligue uma componente conexa qualquer s

&d(s),

a0 depdsito. Ou sga, x(d(S)) =1 paradgum IT {1,..,m}. Como &b i

1, paai=1,..m

temosque s, = 2. ed(S)u_ 1>0! O que é absurdo, pois ndo temos sub-rotas violadas ao find

g€ b Y
daheuristicaVVl.1. Portanto:

XAS)? 2 pli=L.,m 0

Suponha (por absurdo) que d(S)>b para dgum I {1,.,m}. Teremos entdo

gd(s)as 2. Deta forma o subgradiente associado a s serda dado  por




S =2§d(§)g- x(d(S))£0 (jaque ndo temos restrigdes violadas 2o find da heuritica VI.1).
Ousga
x(d(S)) ¢ 4 (1)

Cdculando o nimero de arestas para cada subgrafo G, (como definido acima) e
observando que cada componente conexa S tem pelo menos |S| 1 arestas, temos de (1) e (1)
que |[E(V,)[2 |S|+1 parai=1,..m sendo it e [E(V,)|? |S|+ 3 parai=l. Ou sga 0 nimero

minimo de arestas em nosso grafo G, serd obtido fazendo-se:

x@dS)=2 p/ it
xdS) =4 pl i=I an

E fécil ver que, como temos a componente | ligada ao depésito por 4 arestas, e as demais
componentes ligadas ao depdsito por 2 arestas, teremos m=K-1 componentes conexas obtidas
ao find danossa heurigtica

Segue que 0 Nimero minimo N, de arestas em G sera dado por:

Ny = [EQOVL+ HEM )|+ HE(N,)| =[S] +1+. 4[|+ 3+ 4S,[+1  (IV)

Como § |S|=n em=K-1, temosde (IV) que, N, = n+m+2 = n+K+1, o que é

i=1
absurdo pois nossa K avore contém exatamente n+K arestas. Portanto, d(S)£b para

i=1,..,m.

Vg amos agora o seguinte lema:



Lema VI.2: Se ndo existirem particdes violadas apds o término da heurigtica V1.1, teremos
exatamente 2 arestas unindo cada componente conexa ao depdsito. Além disso, cada uma dessas
componentes define uma évore.

Prova:

Caso néo tenhamos particdes violadas a0 find da heurigica V1.1, teremos d(S)£b
para i=1,.,m (lema anterior). Segue diretamente que Xx(d(S)) 3 2, para i=1,..m (ja que
s, = 2- X(d(S)) £ 0 quaquer quesga il {1,..m}).

Suponha agora que para alguma componente S (onde [T {1,..,m}) tenhamos x(d(S)) ® 3.
Teremos pelo menos |S|- 1 arestasem § parai=1,.,m (jaque cada § € conexa). Segue que
G, (V,,E(V)) (subgrafo induzido por V, =S E{G}), contém pelo menos |S|+2 arestas se i=l, e
|S|+1 arestas se it 1.

Se m componentes conexas forem geradas ent&o:

& B0 5] +1+.. 5]+ 2548 +1
i=1

Como & |S|=n e §|E(V) =n+k, teremos n+K 3 n+m+1 Ousgam £ K-1.
i=1 i=1

Assm, m £ K-1 componentes conexas foram geradas. Note entretanto, que precisamos
no minimo, K particdes (K veiculos) para atender toda a demanda de maneira satisfatdria. Logo,
para dlguma componente S (onde 1T {1,..m}), teremos d(S)>b, o que é absurdo pois
d(S) £b parai=1,..m.

Assim, qualquer que sga a componente conexa § obtida (para i=1,..,m) teremos
X(d(8)) = 2.

De maneira andoga, mostramos que cada componente conexa S (p/ i=1,..,m) contém
exatamente |S|- 1 arestas a0 find da heuristica VI.1. Suponha p/ absurdo, que aguma
componente conexa S tenha pelo menos |S,| arestas. Note que, cada componente conexa. S
p/ it 1, possti pelo menos |S|- 1 arestas. Como X((S)) =2 p/ i=1,.,m e m=k, obtemos a

seguinte desigual dade edtrita:
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§|E(V)|:§.(|E(S)|+2)>§i (|S|- 1+2):§|S|+m:n+|(

i=1

Chegamos portanto a um absurdo ja que § [E(V,)| =n+ K. Logo, cada componente

i=1

conexa S define umaérvore.

Teorema V1.1: Sga T, 0 subgrafo gerado a partir da solugdo do problema lagrangeano. O
agoritmo VI.2 sempre determina, caso exista, uma sub-rota violada.
Prova:

Suponha que nenhuma particéo violada S sgja obtida apds o término da heurigtica VI.1.
Mostraremos que, se ndo existir nenhuma aresta ¢/ uma extremidade com grau 1, entdo ndo
exigiréo sub-rotas violadas em nossa K -&rvore.

Note que, se a0 término do agoritmo V1.2, sub-rotas violadas ndo forem encontradas,
todos os vértices de G teréo grau superior ou igua a 2.

Do lema anterior, temos exatamente 2 arestas incidentes ao deposito para cada subgrafo

G, obtido. Como cada componente conexa S define uma arvore, teremos a formagdo de um
Unico cido ¢ em . Sgam (0,v,) e (0,v,) (onde v, ! v,), as aedtas que unem s ao
depdsito. Obviamente teremos um Unico caminhoem S queune v, a v, .

Suponha que exista dgum vértice neste caminho com grau superior ou igua a3. E f&dil
ver neste caso que V =V, \C, € ndo vazio. Como S é uma avore (lema anterior) € i s
segue que G (V, E(V)) define uma floresta onde cada arvore possui sua raiz no caminho de

v, a Vv, . Desta maneira, teremos vértices de v, com um extremo de grau 1, o que é absurdo

pois teriamos encontrado uma sub-rota violada (algoritmo V1.2).

Portanto, néo teremos nenhum vértice (diferente do depdsito) no ciclo C, com grau
diferente de 2. Assm, se para cada subgrafo G, as restrigoes de capacidade forem satisfeitas

(lema VI.1) e todos os vértices en G, tiverem grau 2, teremos uma solugdo viavel para o
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PRV (problema de roteamento de veiculos). Logo, ndo existirdo sub-rotas violadas em nossa K -

arvore (teoremalV.2.1).

Uma nova verséo mais sofisticada do agoritmo V1.2 pode ser apresentada. Neste caso,
buscamos a geracdo de um nimero maior de sub-rotas violadas a cada iteracéo. Esta idéia busca
combinar a heurigtica V1.1 com a heurigtica de Fisher (capitulo 1V) na geracéo de sub-rotas
violadas. Em sua heurigtica, Fisher congtrdi partigdes (utilizando a idéia de né semente) sem s
ater ao problema lagrangeano corrente.  Em nosso caso, buscamos a construgéo de um
“aninhamento” de particOes, todas violadas e geradas a partir da K-arvore minima T, (solugdo
do problema lagrangeano).

Congderamos inicidmente D, 1 T,, 0 conjunto de todas as arestas de T, ndo
adjacentes a0 depdsito. Definimos agora  F ={T1 D /Te arvore e xd(T)) =1 .
Observe que cada um dos subconjuntos T de F define uma sub-rota violada. A construcéo

destas arvores € iniciada sempre a partir dos vértices de grau 1 em D, . Na figura VI.5

apresentamos um exemplo particular da geracdo de sub-rotas:

Figura VI.5: Aninhamento de sub-rotas

Note que cada particdo s como gerada acima determina uma sub-rota violada,

jaque x(d(S)) =1e g@gs 1. Destaforma, teremos sempre s ¢ = E%.S)E 1>0!

Chegamos ent&o ao seguinte algoritmo para a geracdo de sub-rotas “ aninhadas’:
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PROCEDIMENTO VI1.3: {Alg. exato p/ identificacdo de sub-rotas violadas - versdo 2}
Inicio
- insere restrigdes violadas (no conjunto ativo) pela heurigtica V1.1,
- Enquanto (exidtir dguma arestac/ um extremo degrau 1 em D, ) faca
-D=D,;
- Enquanto (D * A) faca
- sdlecionaaresta (g, b) de D;
-D=D-{(a b)};
- Se (grau(@ =1 ou grau(b) =1 (em D, )) entéo
- Se(grau(a = 1) entéo
- adiciona contracdo a ao conjunto &ivo;
- grau(b) = grau(b) - 1;
senédo
- adiciona contracdo b ao conjunto &ivo;
- grau(a) = grau(a) - 1;
fim sg;
- D, = D -{(&b)};
fim sg;
fim enq;
fim enq;
fim.

Figura V1.6 : Construcéo desub-rotas violadas

Note que, a cada passo do “aninhamento” de sub-rotas fazemos a contragdo de uma

aresta (ab) em D, . Se o grau de a for 1, adicionamos a e todos os vertices associados a0

extremo a no conjunto ativo (conj. de restrigdes dudizadas). Em seguida, 0 extremo a
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desaparece e todos os vértices associados a a seréo associados ao extremo b. Chegamos ao
final do agoritmo quando ndo existirem mais vertices degraulem D, .

Observe que o dgoritmo VI.3 também resolve, de maneira exata, o problema de
identificac@o de sub-rotas. O “aninhamento” de sub-rotas € obtido sempre a partir de um vértice

degrau 1!
Resultados computacionais satisfatorios serdo apresentados no capitulo 1X, onde

mostramos a eficiéncia do agoritmo exato proposto.

VI.2.1- Implementacao e estrutura de dados utilizada na
geracao de sub-rotas:

Como discutido no capitulo 111, devemos estabelecer critérios que permitam atudizar
dinamicamente o conjunto das restricBes duaizadas.

No caso das restrigdes de diminacd de sub-rotas, se consderarmos o lifting

Qo5

introduzido por Fisher[94.b], temosque's ¢ = 2r(S)- g e Q x; £ 0, € a coordenada do vetor
iTs

0

de subgradientes associada & particido S N, onde |§2 2 (capitulo 1V). Assm, sempre que
s >0, adicionamos a particéo S ao conjunto &tivo.

Em nossa abordagem, caso o multiplicador ng (associado a S) sgja nulo, retiramos a
particio S do conjunto ativo. Teremosnestecaso s ( £ 0, jaque ng =max{O,n; +gs ¢} €a
formula de atuaizacdo dos multiplicadores. Desta forma, a particdo S ndp ira mais contribuir para
0 incremento estrito do limite inferior (vide capitulo I11). Cabe aqui ressdtar que, apenas as
restricbes ora violadas e um subconjunto das particbes (violadas ou ndo) associadas a
multiplicadores de Lagrange ndo nulos definem nosso conjunto ativo (conjunto de restrigdes
dualizadas). Fisher[94.b], ao contrério, mantém restrigdes dudizadas (com multiplicadores nulos)
por mais 3 iteragdes do subgradiente.

Como armazenar entretanto as partigdes associadas as restricdes violadas? Além disso,
como retirarmos as restricdes associadas as particoes que Ndo pertencem mais ao conjunto ativo?

Observe que, como temos uma atuaizagdo dindmica das partigdes do conjunto aivo, serd
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interessante utilizarmos uma estrutura de dados dindmica que doque e desdoque memdria para
estas parti¢cies quando necessario.

Para ilustrar a estrutura de dados utilizada vejamos a 2-arvore representada na figura
V1.7. Suponha que tenhamos um veiculo de capacidade b=12 e que as demandas de cada cliente

estgjam representadas ao lado de cada né entre parénteses.

FiguraV1.7: Representacdo das particdes S1 e S2

A edtrutura utilizada na representacéo das particdes S1 e S2 € ilustrada na figura V1.8.
Representamos também os conjuntos S1' e S2', necessrios na implementacdo do lifting para
as sub-rotas.

Note, nafiguralV.8, que paracadaparticdo S, temos campos associados ao niUmero de
dementos |S,|, demandad(S,), multiplicadores ng , valor darestricio s ,, um ponteiro para
outra lista (indicando os elementos presentes nos conjuntos S, e S, ) e findmente, um ponteiro
paraaproximaparticao s, .

Como trabalhamos com o lifting introduzido por Fisher[94.b], temos associada a cada
particdo S, umaoutraparticgo s, ={jT N\§/j2 1 e d;>br(S)- d(§)} - Asim, associamos
ovaor1,aumvérticevse vi S ,e-1,se vi §’. Se v ndo pertence a nenhum desses dois

Cconjuntos associamos entéo o valor zero.
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Noteques, = 2r(S)- & €@ X; =2*1- (Xeo + Xos) = 0, jaque € = 0 parajl S¢
j=0 ils

e|S,¢£ 2 (capitulo IV). Observe neste caso que j=11 pertencea S¢e |[S¢=1£ 2, assim,
ellx6,ll = O”

PRIM [sf dsy 'S s, ol ds2 Ny s,

41100 | -1 3(9 (0 (O
[e{ = [ 070 [AR{g 3 [¥ [0 [0

—o

Lulolblolrlolrlololklr
IS OCO ~NO D WNEPE

AREEEREENEEE
PR OO NOUDWRNLER

0
1

[N
[N

Figura V1.8: Construcao das particdes S«

n
No cdculo do somatdrio § e g x;, estaremos interessados em saber s uma

IJ’
j=0 ils

determinada aresta (a,b) de T, com um dos extremos em S pertence ao néo a X(d(S)). Desta
forma, verificamos se a soma dos valores associados a a e b (no vetor de particdes) € igua a0
ou 1. Se esta soma € 2, as duas extremidades de (g,b) estéo em Sl (ou S2). Se esta soma é
menor ou igud a -1, nenhuma das extremidades de (a,b) pertence a S1 ou S2 respectivamente.
Nestes 2 casos teremos (a,b)l x(d(S)). Caso esta soma sgja 0, e a (ou b) pertenca a particio
analisada, teremos (a,b) com uma extremidade em S1 (ou S2) e outra extremidade em S1' (ou
S2'). Egte tipo de representacdo seré importante na implementagdo do lifting proposto por
Fisher[94.b].

Antes de adicionarmos uma restricdo violada no conjunto ativo, devemos verificar se a
particao correspondente j& pertence ao conjunto aivo! Ao computarmos o nimero de elementos
e a demanda tota de cada particdo, desenvolvemos um mecanismo que permite uma checagem
rapida de partiches ja exisgtentes. Note que, se uma particdo S, tem 0 mesmo nimero de

elementos e a mesma demanda que uma particgdo S, teremos provavelmente duas particdes

idénticas. Somente neste caso, sera necessio fazer uma comparacdo um a um entre 0s
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elementos (clientes) de § e §. Assm, dada uma particdo § (com Ss, >0), devemos
percorrer 0 conjunto ativo comparando a particdo S, com todas as particdes presentes no
conjunto &ivo (de tamanho pré-determinado M). Caso a particdo § ndo pertenga a0 conjunto
ativo, adicionamos esta parti¢do na posicao gpontada por PRIM (videfiguraV1.8).

Ao incrementarmos 0 conjunto ativo, o nimero de contragdes (partigdes) obtidas a cada

iteracdo do método subgradiente é limitado por n (vide procedimento V1.3). Como o nimero de
clientes de cada partico também é limitado por n, teremos uma complexidade total de O(M,n?)

iteracBes no procedimento que adiciona sub-rotas ao conjunto ativo. Lembre-se que antes de
inserir uma nova particdo ao conjunto ativo devemaos comparé-la com as particoes ja existentes.
Observe que, s @0s a audizacdo dos multiplicadores (na expressio

ng = max{o, ng, +qsk}) tivermos ainda agum multiplicador nulo, aparticdo S, associada devera

ser retirada do conjunto ativo. Para isso, percorremos hossa lista encadeada a partir da posicéo

inicia gpontada por PRIM (primeira particao do conjunto ativo).

V1.3 - Identificacdo de combs (pentes) violadas:

De maneira andoga a geracéo de sub-rotas generdizadas buscamos uma estratégia que
identifique combs violadas através da solugdo do problema lagrangeano. Mostraremos que, para
uma grande quantidade de estruturas especiais (em nossa K-arvore minima), conseguimos
identificar facilmente a handle e dentes (teeth) de uma comb violada.

Consideramos a situacéo (apresentada por Cornuegjouls e Harche [93]) que, ao contrério
de Laporte e Nobert[87], n&o trabalham com as demandas associadas a cada cliente. A
utilizagdo da formulacdo envolvendo demandas, apesar de interessante, desconsidera a presenca
do depdsto. Ao escolhermos a formulacéo de Cornugols e Harche [93], optamos por uma
expressio que permitisse uma facil identificacdo (a partir de T, ) e que redundasse obviamente
em um pequeno esforgo computaciond. Testes computacionals entretanto, devem ser redlizados

comparando estas duas formulagdes.
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Assm, devemos identificar uma handle H e dentes T,,..., T, de maneira que a seguinte

restricéo sgja violada:

3+1

XEH) +& XEMDEH +A [T]- =2+ak-) @

i=1
onde: 0 [T \H|3 1, parai=1..,5
(i) [T, CH[]? 1, parai=1...5
(iii) |Ti (;Tj|:o, paralfifj£s

(iv) séimpares? 3.

[Py i : o
{0 s 0T H EgETY
I
I ~ e
a=iL se Ol H\EETE
i i gl (]
2 se Ol HCT;; p/algum j=1..s
i

Trataremos aqui, apenas das Situagcbes ondetemosa = 1 e a = 0 respectivamente. Para
facilitar adistingdo dos 2 casos aqui discutidos, utilizaremaos a seguinte defini¢go:

Definicdo VI.1: Suponha que uma comb violada tenha sido congtruida a partir da solucéo do
problema lagrangeano. Chamaremos esta comb de bigcomb, se o depdsito pertence a handle e
néo pertence a nenhum de seus dentes. Caso 0 depdsito ndo pertenca a handle (bem como a

nenhum de seus dentes) esta comb seré chamada smallcomb.

Consideramos ainda a seguinte definicéo:
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Defini¢do V1.2: Dadauma K-arvore T, . Chamaremos de folha, a cada uma das arestas de

T, , N0 adjacentes ap depdsito (vértice 0) e com um extremo de grau um.

Note ainda, apartir da definicéo V1.2 acima, que 2 folhas serdo diguntas se néo tiverem
um vértice em comum.

Como veremos a seguir, encontramos freqlientemente, estruturas especiais que permitem
uma féail identificacdo de combs violadas, a partir da solugéo do problema lagrangeano.

Suponha que nossa K-arvore minima (¢/ 2K arestas incidentes ao depdsito) contenha
pelo menos 3 folhas diguntas entre 9. A seguinte proposicéo garante a exiséncia de uma

bigcomb violada em nossa K-arvore minima.

Teorema VI.2: (Condicdo suficiente p/ determinacéo de combs violadas)

Sga G(N,,T,) o grafo associado a uma solugdo do problema lagrangeano. Considere
anda Q, o conjunto de todas as folhas de T, diguntas entre . Se tivermos |Q|= 3, teremos
garantida a existéncia de umacomb violadaem T, .

Prova:

SgaQl T, , um subconjunto de arestas como definido acima. Nossa prova consiste em,

utilizando o conjunto Q, congtruir uma comb a partir de T, , e mosirar em seguida que ela é

violada pela solugéo do problema lagrangeano.

Esta comb pode ser gerada tomando-se todos os vértices de G(No,T, ) com grau
superior ou igud a2, inserindo-os em seguida na handle H. Além disso, escolhemos 3 dentes de
cardinalidade 2, cada um contendo uma arestade Q .

Devemos mostrar agora que esta comb é realmente violada pela solugcéo do problema

lagrangeano. Para isto considere Q, com cardindidade n,, o conjunto de todas as folhas de
G(No, T, ) (vide figura V1.8). Note que as folhas de Q n&b sBo necessariamente diguntas entre
d.Assm, Qi Q.

Tomando-se exatamente 3 arestas diguntas de Q e lembrando que nossa K-arvore

possui N+K arestas, temos que n+K-n., serd o nimero de arestas com ambas as extremidades
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pertencentes a handle (as demais arestas pertencem a Q). Assm, x(E(H)) = n+K-n, e

H=n+1-n.

Figura VI1.8: Congtrucéo de uma bigcomb

Fazendo-se s=3, e escolhendo 3 arestas de Q para construgéo dos dentes temos:

T/=6

Qo

AXET)=3 e

i=1 i

1

Substituindo estes va ores na expresséo (2) e lembrando que a=1, temos.

3s+1
2

se =XEH)*+AXET)- H- A+ ak-3 @

S =mK-N+3-n-1+N;-6 +5-K+1=2>0.
Como s . >0, temos uma comb violada pela solugdo do problema lagrangeano.

Note que teremos garantida a existéncia de uma comb violada sempre que 3 folhas

diguntas forem encontradasem T, . Uma dternativa interessante, sera buscarmos um aumento na
violagdo de cada coordenada s . do vetor subgradiente. Uma estratégia neste caso, seré

tentarmos a introducéo de dentes grandes com 0 maior niimero possivel de arestas, aumentando

aviolagio de s . E f&cil observar em (3) que, se tomarmos dentes T com cardindidade [T
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(maior ou igud a3), e um ndmero de arestas maior ou igud a [T| teremos um aumento na
violagdo de s . . Construimos dentes grandes facilmente analisando-se as componentes conexas

obtidas apos desconectarmos 0 depdsito dos clientes. Cada componente conexa T, (onde
i=1,..,m) terd pelo menos |T| - 1 arestas. Caso tenhamos n, 3 |T;| (onde N, é o nimero de
arestas na componente), toda componente conexa analisada podera ser tomada como um dente
grande de nossa comb. Se sdlecionarmos uma comb com apenas 3 dentes serd interessante
escolhermos iniciamente aquelas componentes cuja diferenca n, - |T|| sga maxima Ou sga,
escol hemos aguel es dentes que geram maior violagéo.

Resumindo os passos descritos acima, velamos 0 seguinte agoritmo onde construimos

umahbigcomb com 3 dentes, introduzindo, dentes grandes, sempre que possivel:

PROCEDIMENTO VI.4: Heurigtica Bigcomb;
Inicio
- Construimos Q, conjunto de todas asfolhas de T, diguntas entre S;
- Se |Q|® 3 entdo
- Adicionamos a handle H, todos os vértices de grau maior ou igua a2;
- Construimos P11 Q, subconjunto de todas as arestas de Q pertencentes a
componentes conexas digtintas,
- Se ([P £2) entdo
-Construimos 3 dentes T,,T,, T, respectivamente, selecionando apenas 3
arestas de Q; { ndo determinamos dentes grandes}
sendo
- Cdculamos n, =n, - |§ paracada componente conexa S obtida (n, € o
ndm. de arestas de cada componente)
- Ordenamosos n,’s em ordem decrescente de tamanho;
-Para i=1até 3faca

- Selecionamos componentes conexas S a partir do maior n;
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-Se n, 3 Oentéo
- acomp. conexa S obtida determina um dente grande;
senao
- selecionaumaaresta de S e constroi dente pequeno;
fim para;
fim se-senéo;
Se (comb gerada n&o pertence ao conj. ativo) entéo
- adicionacomb ao conj. ativo;
fim se;
fim.

Figura VI.9: Construcao de bigcombs

Note no agoritmo V1.4 que teremos a introducéo de dentes grandes apenas se tivermos 3
arestas de Q pertencentes a componentes conexas distintas (conjunto P)! Para entendermos
melhor a utilizacgo do conjunto P, considere por exemplo (em uma Stuac@o extrema) que todas
as arestas de Q pertencam a uma mesma componente conexa S. Caso tenhamos n, - |30,
toda a componente seria selecionada e teriamos entdo uma comb com apenas um dente,
contrariando a condi¢&o (iv) apresentada na definicao de comb. Se |P| 3 3, acondicdo (iv) nunca
€ violada. Assm, podemos gerar componentes conexas S (dentes grandes) sempre que
n, - |30

Para tentarmos um incremento maior no limite inferior obtido, seria interessante
buscarmos a congrugdo de um nimero maior de combs violadas a cada iteracdo. Uma

dterndiva interessante, € gerarmos combs adicionais pesquisando-se gpenas as componentes

conexas obtidas. Sga D ={(0,i)T T, /i T N} . Vgamos entZo o seguinte agoritmo:

PROCEDIMENTO VI.5: HeurisicaVCOMB;
Inicio

- Congtréi (se possivel) bigcomb em G(No, T, );
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- Se (exige bigcomb violada) entéo
- Constroi G'(N, T, \D); { obtemos m componentes conexas}
-Congtréi (se possivel) smallcombs (2-matchings) em cada uma das m
componentes;
fim se;
Fim.
Figura VI1.10: HeuristicaVCOMB

Para ilustrar a geracdo de bigcombs com dentes grandes e smallcombs, vgamos o

seguinte exemplo onde temos uma 2-a&rvore com 3 componentes conexas distintas:

Figura VI.11: Determinac&o de bigcombs e smallcombs

A determinacdo das smallcombs é feita de maneira andoga a determinacdo das
bigcombs. Para reduzir o esforco computacional entretanto, nos preocupamos apenas com a
introducéo das 2-matchings (combs onde cada dente possue apenas uma aresta) em cada
componente conexa gerada. Isto ndo descarta obviamente, a implementacdo de outras
dternatives.

Apresentamos a seguir o procedimento utilizado na construcéo das smallcombs:

PROCEDIMENTO VI.6: Heuristica Smallcombs;
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Inicio
- par a (cada uma das componentes conexas) faca
- construimos @', conj. de todas as folhas (da componente) diguntas entre Si;
- Se |Q'| 3 3 entdo
-Congtruimos 3 dentes T, 7,,T, respectivamente, selecionando apenas
arestasde Q’;
- Adicionamos a H, todos os vért. (da componente) ¢/ grau maior ou igud a
2,
- Se (comb violada ndo pertence ao conj. ativo) entao
- adicionacomb ao conjunto ativo;
fim;
fim;
fim.

FiguraV1.12: Construcao de smallcombs

Note neste caso que, como estamos trabalhando apenas com a identificacdo de 2-
matchings, ndo serd necessario a utilizacdo do conjunto Al Q! Resultados computacionais sio
gpresentados no capitulo VIII, avdiando os limites inferiores obtidos gpds a introducéo das

desigual dades comb (além das restri¢tes de diminacdo de sub-rotas) em nosso conjunto ativo.

VI1.3.1- Implementacéo e estrutura de dados utilizada na

geracao das combs:

Fazemos a seguir dgumas consideracies sobre a estrutura de dados e a implementacéo
redlizada na determinacdo das combs violadas: Consideremos 0 exemplo da figura VI1.13 onde

temos representada uma 2-arvore com 4 arestas incidentes ao depdsito:
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Note que, como a componente conexa associada aos vertices T, ={1,9,4,6,8,7} tem 6
arestas (ou sgja, |T,|- |E(T)|® 0) todos os vértices de T, seréo utilizados na consirugéo de um

dente grande. A representacdo desta comb violada € ilustrada nafigura V1.14.

FiguraV1.13 : Determinacéo de bigcombs

Temos um vetor de O's e 1's  representando os vértices pertencentes a handle H. Um

outro vetor é utilizado para a representacdo dos dentes T, T, e T, repectivamente. O modulo dos

valores negativos indicam o nimero de e ementos presentes em cada dente.
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PRIM Ny |H n. s

[F={[y[3[9[0o]3]—=
o[1] [#]
1[o] [1]
2[1] [¢]
sfo] [2] ¢
4[1] [¢]
5[1] [7]
s[1] [2]
7[0] [2]
8[0] [2] pT2
o[1] [E]
1o[1] |-2]
1f1] 3] >13
12(0 | |14
13(0]]0]
41| [9]

Figura V1.14: Representacéo do conjunto ativo (combs)

Antes de adicionarmos umacomb violada ao conjunto de restricdes dualizadas (conjunto
aivo A), devemos verificar se esta comb ja pertence a A. Caso a comb andisada possua 0
mesmo ndmero de dentes e a mesma cardindidade |H| que aguma das combs presentes no
conjunto ativo, fazemos a comparacdo um a um dos eementos presentes na handle e dentes
dessas duas combs. Somente apds esta checagem, decidimos se a comb violada sera ou ndo

adicionada ao conjunto ativo.

V1.4 - |dentificacdo de multistars (estrelas) violadas:

Trabaharemos agora na identificacdo das multistars apresentadas no capitulo anterior a
partir da solucdo do problema lagrangeano (K-arvore minima ¢/ depdsito de grau 2K). Assim,

devemos determinar subconjuntos S (onde i=1,..,5) e um vértice v (nlcleo da estrela) de forma

gue a seguinte restricéo sgaviolada:

2 XdS)?45-2 (&)

i=1
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onde i) SCS={v LT, g et
i) d(S) £ b; il L., 9
iii) d(SE S) > b; "LiT{L.., g eit ]

Adicionamos arestri¢éo (4) no conjunto aivocaso s = 4s- 2- és_ x(d(S)) > 0.
i=1

Antes de descrevermos um agoritmo para as multistars violadas, vejamos iniciamente

agumas definicles.

Definicdo VI1.2: Chamaremos de hélice (ou ponta) a cada um dos subconjuntos § de nossa

“edreld’.

Sega G(N,, T, ), 0 grafo associado a nossa K-arvore minima com depésito de grau 2K
(solucdo do problema lagrangeano). Sgaanda D, | T, , 0 conjunto de todas as arestas de T,

ndo adjacentes a0 depdsito. De maneira andoga a geracdo de sub-rotas violadas construimos

F={T1 Dy /Tearvore e x(d(T)) =1} . Considere ainda, F ={T1 F /d(T) £b} . Note que todos

0s subconjuntos de F atendem a condicao (ii) acima
Definicdo VI.3: Diremosque T, pertencentea F éhélicebase, se d(T,)2 d(T), " TI F. -
Definicdo VI.4: O conjunto F ={T1F /T E T,} serdchamado filtro de F .

Como veremos, se |F | 2, podemos utilizar cada um dos subconjuntos de F, para a
formagéo das hélices (ou pontas) das multistars. A idéa € combinar a hdlice base T, obtida,
com as outras sub-&rvores T de F, (jafiltradas). Se d(T, ET,)>b, (ondei B e il {1..[F[})
asub-arvore T, poderéa ser utilizada na formag&o de uma ponta de nossa estrela. Para isto, basta

verificar ;e d(T)+d({\}) £b, onde v (nGcleo daestrela), pertencea T, . Seapenas T, e T. forem
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geradas, teremos uma estrela de 2 pontas (hélices). Neste caso, S =T, e S =T E{\} onde
iT{1..[Fc},i* B eV T,. A geracéo de outra ponta pode ser feita de maneira andoga
retirando-se T, eT, de F, e combinando novamente cada umadas particdes T de F ,, com as
particoes T, e T..

A proposicio seguinte, estabelece um critério para a escolha do ndcleo M T,, sempre

garantindo a violagdo das multistars como definida anteriormente.

Teorema VI1.3: Suponha que as pontas S§,S,,.., S, de uma estrela E violada, sgam geradas a
partir dofiltro F, (onde s* 2) e satisfagam as propriedades (i), (i) e (ii). Se § =T, e o vertice
v (pertencentea T, ), énGcleo deE, entéo grau(v) £ 3, " s3 2.
Prova:

Para mostrar nossa afirmagdo, basta notar que x(d(S))=1 (&4 que S=T,) e

X(XKS)) = grau(v) + 1, ondev i T, e i=2,..s. Segueentio que:

& X(@($)) =X(d(8) + & X(A(§) =1+ (- D(grauv) +1

i=1

Como a redricdo (4) é violada temos 1+(sl)grau(v)+(sl) < 4s2. Asim,

12 . Podemos mostrar facilmente por indugdo em s que: 3 < 38'12
- S

£4," s3 2

grau(v) < 3.:

-2 , temos que grau(v) £ 3, qualquer que sga 0 nimero de

Como grau(Vv) éinteiro e grau(v) < 1

pontas de nossa estrela.

Parailugtrar a gerac@ de uma estrela com 3 pontas veglamos o0 exemplo da figura V1.16
onde temos uma 2-a&rvore com 2 veiculos de capacidade b=32. Os vaores a0 lado de cada n

(entre parénteses) representam as demandas de cada cliente:
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b=32

d(Te)=16
d(S2)=17
d(S9)=20

7(3)
FiguraVI.16: Estrela com 3 pontas

Observe que aestrdlaévioladajaque s ( =4.3- 2- 9=1>0!

Resumindo os passos descritos anteriormente, apresentamaos 0 seguinte algoritmo utilizado

na geracdo de estrelas com 2 pontas.

PROCEDIMENTO VI.7: Heuristica Estrela2:

Inicio
- Congruimos F ={T1 D,/ T€ arvore e x(d(T)) =1 ;
- Congtruimos. F ={T1 F /d(T) £b} ;
- Selecionamos T, 1 F tal que demanda(T,)® demanda(T), " T1F;

E
- Construimos: F, ={TTF/TET};

- Parai=1l aténfaca

-Se( (grau()£3)e(iT T,) )entdo {i énlclec}
- Para (cadaumadas sub-arvores T, de F, \T,) faca
-Se (d(Ty) +d(T,)>b) e (d(T))+d({}) £ b) entéo
- determinamos edtrela E(T;, T,i) ;
Se (EI conj. aivo) faca

- adiciona egtrela E(T,,, T,,i) ao conjunto ativo;
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fim se;
fim para;
fim se;
fim para;
fim.

Figura VI1.17 : Geracao de multistars

Um grande nimero de estrelas pode ser gerado ja que, todos os vérticesi de T, com

grau menor ou igua a 3 poderdo ser utilizados para a construcéo de estrelas de 2 pontas. O
agoritmo da figura V.17 pode ser utilizado ainda como base para a geracéo de estrelas com 3
Ou mais pontas.

Como o nimero de possibilidades (e aternativas) é bastante grande na determinacéo das
multistars, optamos por uma solucdo de baixo custo computaciond e que se restringisse  apenas
na geracéo de estrelas de 2 pontas, utilizando, como nuicleo, apenas vértices de grau 1. Pode-se
congtatar facilmente, observando a expresséo (4), que nicleos de grau 1 permitem a geracéo de
edrdlas mais violadas, quando comparadas as estrdas com nlcleos de grau 2 e 3
respectivamente.

A determinacéo de uma estratégia na geracao das restricoes violadas deve buscar sempre
um equilibrio entre o grau de violaco das restrigdes (e consequentemente a qualidade dos limites

inferiores obtidos) e o0 esforgo computaciona exigido para obté-las.

VI1.4.1- Implementacao e estrutura de dados utilizada na

geracao das mutistars:

Apresentamos a Sseguir a estrutura utilizada na representacao das multistars violadas.
Vegamos o exemplo dafigura V1.16, onde temos uma estrela com 3 pontas. A estrutura

de dados associada esta representada na figura V1.18:
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PRIM vert Np Nac Nms Sms prox

E—’ijr_lslelo 1]
e[ e[i[: [:[e[e[o [0 ]o o]

0 1 23 4 5 6 7 8 9 1011 12

(o e[e[o[s [ [ [o[: o 1 o]

0 1 23 4 5 6 7 8 9 1011 12

el e

(o Te[<o o[ [e[o[o [0 o o]

0 1 23 4 5 6 7 8 9 1011 12

.|}<+a

FiguraV1.18: Estrutura utilizada na representacdo de uma multistar

Os eementos pertencentes ou ndo a uma ponta S, sfo representados por 1's e 0's

respectivamente. Todas as multistars violadas e adicionadas ao conjunto ativo deverdo ser

inseridas na posicao apontada por PRIM. Osvalores N e Nuc representam, respectivamente,
0 numero de pontas e 0 nicleo de cada estrela Os vaores n, €S, representam o

multiplicador de Lagrange e a componente associada ao vetor subgradiente.

Andogamente ainsercéo de sub-rotas e combs, devemos verificar se a multistar violada
ja& pertence a0 conjunto ativo. Para incrementar a velocidade de busca observamos apenas o
nimero de pontas e 0 nucleo de cada edtrela. Caso 2 edtrelas tenham 0 mesmo nimero de
pontas e 0 mesmo nlicleo comparamos entéo 0s demais Vértices presentes em cada umas de suas
pontas. O niimero de elementos de cada ponta é representado na posicéo 0 de cada vetor.

Note que esta estrutura € interessante ja que possibilita a geragdo de uma estrelacom um

ndmero varidvel de pontas.



