Capitulo 111

Relaxacao Lagrangeana com Geracao de
Restricoes:

[11.1 - Introducao:

Recentemente, um ndimero consideravel de problemas de otimizagdo combinatdria vem
sendo resolvidos com a utilizacdo de resultados provenientes da teoria poliédrica. Neste capitulo,
descrevemos uma técnica que combina relaxacéo lagrangeana com a geracéo de desigualdades
vdidas (ided mente facetas) na geracéo de limites inferiores para o problema origindl.

Fazemos inicidmente uma introducdo sobre aguns dos conceitos e técnicas utilizadas no
decorrer do trabaho e apresentamos em seguida (segBes 111.3 e 111.4) a descricdo da técnica que
combina relaxacéo lagrangeana com geracao de restricdes. Exemplos de aplicagdes desta técnica
podem ser encontrados em Escudero et a. [94], Fisher[94.b], Lucena[96], Miller[95] entre

outros.
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111.2 - Consideracbes I niciais:
Representaremos por {0}", o conjunto de todos os vetores de A" com coordenadas

inteiras 0 e 1. O problema gerd de programacéo linear inteira 0-1 pode entéo ser expresso da
seguinte forma:
min c' x
jAXED
8 Ipyed
xT{03"

onde AT A™ BT A™:c,x1 A" bl A"edl A".

(R)

A regido viavel (ou conjunto viavel) associada a P, € definida por
M, ={xT{03"/ AxE b e Bx£d}, enquanto z=c'x éafung&o objetivo aser minimizada (ou
maximizada) em M.

Como ocorre freqlientemente com os problemas de programacao linear inteira, ao invés
de minimizarmos a funcéo objetivo diretamente sobre o conjunto viavel origind, poderd ser mais
interessante 0 particionamento desta regi® em um numero finito de regifes menores.
Trabahamos entdo na minimizacdo da funcdo objetivo em cada uma destas regifes
Separadamente.  Além disso, este processo devera ser redizado de maneira que uma solugéo
Gtima do problemaorigind pertenca a pelo menos uma das regides particionadas.

Caso os problemas de otimizagdo associados a cada uma das regides menores, néo
sgam ainda resolvidos “facilmente’ (em tempo polinomid) através das ferramentas disponives,
particionamos hovamente estas regides até que sga possivel resolvé-las.

Nafiguralll.1, representamos o problema origind P, e os diversos subproblemas R, ,
obtidos ap6s o particionamento sucessivo daregido viadvel M, (associadaa F,).

Como o nimero de subproblemas obtidos pode ser extremamente grande, necessitamos
de um esguema de enumeracdo que permita explicité-los apenas parcidmente, ndo descartando
obviamente, aqueles subproblemas cuja regid viavel correspondente contenha uma solucéo

6tima do problema origind. Assim, dado um subproblema P, qualquer, deveremos ser capazes
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de decidir por um novo particionamento de P, , ou entdo exdlui-lo definitivamente por ndo ter

umaregido viavel associada M, que contenha uma solugéo étima do problema origind.

Figuralll.l: Arvoredebusca

Para que esse esquema de enumeracdo possa ser implementado na prética, utilizaremos

relaxacbes B’ de cadaum dos subproblemas B, . Mais formamente:

min w(Xx) '
sa xI R (R

onde M, I R ew(x) £c'x, " x1 R. Claramente, uma solucio dtimade P’ nos
dara um limite inferior para B, . Como veremos posteriormente, para que um esquema eficiente
de enumeracdo sga implementado, cada uma das relaxagbes R’ devera s resolvida
“faciimente’ (em tempo polinomid).

Parailustrar essa definicdo, consideremos novamente o problema origind P, juntamente
com M, (seu conjunto vidvel associado). Caso as restricdes de integralidade x1 {0,3" em M,
sgjam substituidas por x 1 [0.1]" (conjunto de todos os vetoresde A" com coordenadas entre
0 e 1) diremos que a nova regido R, ={x1[04]"/ AxEb e Bx£d} juntamente com a fungéo
objetivo  W(Xx) =c'x define uma relaxacdo para R,. Mas particularmente, teremos uma

relaxacdo linear para F, .
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Outros tipos de rdaxacdo podem obviamente ser utilizadas, como por exemplo, a
relaxacao lagrangeana (Geoffrion[74], Fisher[81]), discutida a seguir.

Considere z*, o valor da solugdo 6tima do problema origind (P,). Dudizando-se as

restricBes BXEd e associando a elas um vetor de multilicadores | 2 O, teremaos 0 seguinte problema

relaxado (ou lagrangeano):

W,y (x,1 )=minc'x+1 "(Bx - d)
sa AXEDb (R,")

x1{01"

onde as componentes del T A’ sdo denominadas multiplicadores de Lagrange. Note
neste caso que M, i R, :{xi {03" / AXE b} e w, (x| ) £ z* quaquer que sgal 20 ( Geoffrion
[74]).

Dizemos que a relaxacao lagrangeana (P, ') possui apropriedade de integralidade, se
asolucédo de (P, ") (para todos os multiplicadores de Lagrange | ), permanece inalterada apos a
troca das restrigdes de integraidade X1 {0,3" por x1 [01]". Isto significa que o maior limite
inferior obtido apGs a solugéo de (P,’) € igud ao vaor da relaxacdo linear associada ao
problema origina. Caso contrario, se a relaxacd lagrangeana ndo tem a propriedade de
integrdidade, o maior limite inferior obtido para (P,”) é maior ou igud a0 vaor da relaxacéo

linear associada ao problemaorigind.
Idedlmente, desgjamos encontrar o melhor limite inferior possivel. Para isto, resolvemos o

seguinte problema dual 1agrangeano:
L, =mex w,(x1) (D)

E bem conhecido que w, é uma fungo cdncava (afim por partes), mas ndo

necessariamente diferencidvel em todos os pontos do dominio. Além disso, L, £ z*. O vaor
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6timo em D, (obtido para | =1 *) nos dara o maior limite inferior possive. Esses
multiplicadores podem ser gerados utilizando-se, por exemplo, 0 mé&odo subgradiente com
convergéncia demonstrada por Held, Crowder e Wolfg74]. Dados multiplicadores | , devemos
encontrar uma diregdo de “subida’ buscando a maximizagdo de W(X,l ) (Geoffrion[74],
Fisher[81]).

Se X é uma solugdo do problema relaxado, pode-se mostrar facilmente que cada uma
das componentes s, = b X - d. (p/i=1,..,r) sdo utilizadas na determinacéo do vetor subgradiente
associado arelaxagao lagrangeana corrente (Geoffrion[74]).

Os novos multiplicadores de Lagrange (associados & desiguddades dudizadas) sfo

atudizados da seguinte forma:
I :=max{0,1 , +as }; i=12,..r.
onde o tamanho do passo g € usua mente determinado através da expressao:

q= p(ZUrB - Zp)
ass
=1
sendo z, = w(X,l) e z,, limites inferior e superior respectivamente de z*, e p um
ecdar que assume vaores no intervao (0,2]. Como discutido em Luceng96], quanto maior for
0 nimero de subgradientes obtidos, menor sera o tamanho do passo g e maior o tempo de
processamento exigido na solucéo do problema rel axado.
Assm, para implementarmos eficientemente o esquema de enumeragdo como descrito
anteriormente, devemos trabalhar na solucéo das relaxacbes B,' sempre que uma solucéo de
R, ndo puder ser obtida “facilmente” através das ferramentas disponivels.
Esse esquema de enumeracdo pode ser ainda incrementado se conhecemas bons limites
superiores v* (associado & solugdes vidvels) do problema origind P, . Desta forma, se um

subproblema B, qudquer tiver um limite inferior maior que v*, a regido vidvel associada M,



poderd ser descartada definitivamente de nosso processo de busca por ndo conter uma solucéo
otimade P, .

Esse processo de busca em arvore € mais usudmente conhecido na literatura como
branch-and-bound (dividir e limitar), por se tratar de um processo de parti¢des sucessivas do
conjunto viavel e pela geracdo de limites (inferiores e superiores) associados a cada um dos
subproblemas gerados. Para maiores detalhes sobre este assunto vide Murty[76], Nemhauser&
Wolsey[88].

Através da rdaxacéo linear do modelo associado ao problema origina (ou do modelo
originad acrescido de outras desiguddades vdidas geradas previamente), podemos buscar a
identificacdo e a inser¢do de restrigbes que sdo violadas pela solugdo do problema relaxado
corrente. Procedendo desta forma, obtemos uma melhor aproximacéo da envoltdria convexa do
conjunto viave origind. Caso a solucéo da relaxacdo corrente ndo nos dé uma solucéo viave
para o problema origind e a identificacdo de novas restrigdes violadas ndo sga mais “possivel”,
fazemos uma particdo (ou branching) do conjunto viave origind e repetimos 0 processo para
cada um dos subconjuntos gerados. Denominamos branch-and-cut, ao processo que combina
geracéo de redtrigdes vdlidas, a partir de relaxacOes lineares, com os métodos de busca em
avore (branch-and-bound). Alguns exemplos de aplicacdo desta técnica podem ser
encontrados em Padberg e Rinddi[91] para o problema do caixeiro vigante e Augerat[95] para
0 problema de roteamento de veiculos.

Como discutido no capitulo anterior, a determinacdo de desiguadades violadas é
conhecida como o problema da separacéo e nem sempre pode ser redizada em tempo polinomial
(amenos que P=NP). Neste caso, solugdes heuristicas podem ser utilizadas. Como demonstrado
em Schrijver[86], sempre que o problema de separacéo for NP-Completo o problema de
otimizago associado serd NP-Arduo.

Uma das dificuldades presentes nos métodos que utilizam relaxacdo linear € que a
estrutura (ou conjunto de restrigdes) inerente a0 modelo original é destruida sempre que uma
nova desguddade vdida é adicionada a0 problema Uma dternativa interessante seria

resolvermos uma seqiiéncia de problemas combinatorios mais smples de mesma estrutura ou
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conjunto de restri¢des para obtencéo de limitesinferiores. Isto pode ocorrer se utilizamos técnicas
baseadas em relaxacdo lagrangeana ao invés de rdaxacéo linear.

Apresentamos neste trabalho uma técnica que combina geracdo de desigual dades vdidas
(idealmente facetas) e relaxac@o lagrangeana. Exemplos de aplicagtes desta técnica podem ser
encontradas em Fischer[94.b], Kohl e Madsen[97], Escudero et a.[94], Miller[95], Lucena[96],
entre outros.

Neste método, adicionamos e dudizamos restrigdes vaidas que sdo violadas por uma
solucdo do problema relaxado (problema lagrangeano). Como veremos, esta técnica permite um
maior incremento do limite inferior nos problemas de otimizacdo combinatdria que utilizam gpenas

relaxacao lagrangeana.

111.3 - Descricao da Técnica:

Consderemos novamente o seguinte problemageral de programacéo linear inteira O-1:
min ¢’ x
sa iAXED
% Bx£d
x1{0g"

onde AT A™ BT A™:cx1 A™ bl A"edl A'.

(R)

Seja Y ={x1{04}"/AxEbeBx£d} o dominio de nosso problema origina (P,) e

conv(Y') sua envoltdria convexa.

Como discutido anteriormente o problema dud lagrangeano associado ser&

L, =mex w(x1) (D)

120

Se gerarmos um conjunto de desigualdades vdidas HXEf para conv(Y') (diferentes das ja
utilizadas), teremos o seguinte problema ( P,) equivaente ao problemacorigind (P, ):
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minc'x
| AXE b

s.a [BX£d (P)
{HXE f
xT {0"

onde A, B, b, ¢, d si0 como definidos anteriormente e HT A% e ] AK.

Dualizando também o novo conjunto de restrigBes teremos 0 seguinte problema dud lagrangeano

associado a(P)):
L =mex w (x| ,m (D)
onde:;

w, (X1 ,m=minc'x+I T (Bx- d)+m (Hx- f)
sa AXEb (

x1{og"

p:U

A seguinte proposicao, apresentada em Aboudi et a.[91], garante que 0 novo limite

inferior obtido € maior ou igud ao anterior:

Teoremalll.1- Sgam L, e L, o vaor da solugdo étima dos problema duais (D,) e (D,)
respectivamente. Entdo L £L, .
Demonstracao:
Considere| * asolugdo 6tima parao problemadua (D,) e o par |, m os multiplicadores
6timos para o problemadua (D). E f&dil ver que:
w,(x,1)=w,(x1,0) "1 30
Segue entéo que:

Lo =Wo(X*, 1 *) =wy (x*, | *,0) £ Wi (X,T, ) = L



onde x* € uma solucéo dtima de w, associadaal * e X € uma solugéo otima de w

associadaal em

Note que a introducéo de desiguddades vdidas para o problema origind na funcéo
lagrangeana pode mehorar o limite inferior para o vaor da solucéo Gtima z*. Caso o nimero de
restricbes em HxEf sga pegueno, dudizélos de forma lagrangeana ndo representa uma
dificuldade. No entanto, quando este nimero € grande (possivelmente uma fungéo exponencia de
n) a utilizacdo de todas as restrigdes se torna dificil. Quando isto ocorre, pode-se utilizar um
ndimero pequeno daguele conjunto de restricdes ou permitir que todas as restricdes do conjunto
possam ser candidatas adudizacdo, utilizando, no entanto, gpenas um nUmero pequeno destas.
Caso a segunda opcdo sgja escolhida surge a questéo de como implement&la. Uma sugestéo
natural, seria tentar adaptar o procedimento utilizado em relaxacdo linear, ou sga, a cada
problema lagrangeano resolvido, procura-se identificar desigualdades de HxEf que sgam
violadas. Tais desguadades seriam entéo dudizadas. Caso este procedimento sga seguido,

agumas questdes se colocam:

i) Dada uma solucdo do problema lagrangeano, como obter desiguadades vdidas
(ideelmente facetas) violadas por esta solucéo?

i) Que vaor deve ser associado aos novos multiplicadores?

i) Se uma desiguadade vaida € obtida, que condicBes devem ser obedecidas para se

garantir um crescimento estrito do limite inferior?

Na primera questdo, a identificacdo de desguadades violadas depende
fundamentalmente das caracteristicas presentes em cada problema. No caso de uma relaxacdo
linear por exemplo, a solucéo obtida satisfaz todas as restricdes do problema origind, aexcecéo
das restricdes de integralidade (ou sga, as coordenadas associadas arelaxacdo linear assumem
vaores fracionaios). Assm, um problema ndo-trivid de separacéo deve ser “resolvido”
buscando a determinagdo de desiguadades violadas. O mesmo ocorre no problema lagrangeano.

A Unica diferenca é que a solucéo obtida é inteira e satisfaz apenas as restrigdes do tipo AXED.



Como veremos, podera ser mais “fécil” resolver a identificac@o de restrigdes violadas tomando-
se uma solucdo do problema lagrangeano do que o problema de separacdo quando tomamos
uma solucdo obtida através de relaxacdo linear. I1sto ocorre basicamente por preservamos a
estrutura (ou conjunto de restricdes) do problema relaxado dém de se tratar de solugbes com
coordenadas inteiras.

Para a segunda pergunta assumimos um vaor zero para os multiplicadores de Lagrange e
os audizamos utilizando dguma das formulas para audizacdo de multiplicadores (p. ex.
Geoffrion[74]). Nada indica entretanto, ser esta a maneira ideal de proceder, embora, como
veremos mais tarde, tem funcionado muito bem para os problemas pesquisados.

Na terceira questdo, ndo sdo conhecidas ainda condicbes suficientes que garantam um
incremento edrito do limite inferior. O trabalho desenvolvido por Aboudi et d. [91], foi
provavelmente o primeiro artigo a tratar esse assunto. Obviamente, nem todas as desigual dades
vdlidas que sfo violadas pda solucdo do problema lagrangeano permitem um incremento estrito
do limiteinferior.

Em Aboudi et a. [91] sdo apresentadas duas condiches necessarias para esse
crescimento edtrito.

Suponha inicddmente que k redtrigdes ja tenham ddo dudizadas e que

x:{xT{O,J}”/ Ax£b}seja 0 conjunto de redtricbes associadas a0 problema  lagrangeano.
Suponhaaindaque h,,,X £ f,,, sgaaproximarestricdo a ser dudizada.

Temos entéo a seguinte proposicao (Aboudi et a.[91]):

Teoremalll.2: Se h  XxEf ., " xI X entdo L, = L,.,.
Demonstragao:

Da proposicdo anterior temosque L, £L,,, (demonstragéo andoga).

Considere agora dois vetores | e m tasque | T A" e mi A*. Como h,,x£ f.,,
' x1 X em,,? 0 temosque m,(h,;x- f..)£0.

Assm:

Wi (% 1, mm) Ewgq(x1,n0) " xT X 130, ni0em,30.



Logo exidtirio vaores | em tas que L, =w,,(Xl,m0) sendo X a solugio
associadaal, m e my,, =0.
Portanto:

Ly = Wia (X, T, M 0) = Wy (X,T,7) £ Ly,
Asim: L, 3 L,,. Como L; £ Ly,,, segueentdo que L, = Lj,;-

Note portanto, que uma condi¢do necessaria para o0 incremento estrito do limite inferior €

queexisapdomenosum x1 X queviolearestricio h, X £ f,.;!

Uma outra condicéo necessria pode ser gpresentadac Considere inicidmente que os

sstemas de desgualdades BxEd e HxEf sgam representados respectivamente por {px £ d,

p/i=1,.r} e {hjx£dj p/ j=1,..k}. Assm:

Teorema l11.3: Se h,x£f,, for obtida através de uma combinagéo linear com coeficientes
nao-negativos das desiguadades hx-d £0 para i=1,2,.,m e hx-d£0 para j=1,...k entdo
L = U

Demonstragao:

Se nhx- . £0 puder ser obtida como uma combinacdo linear de coeficientes ndo-

negativos teremos.

i=1

r Kk ~
Naax- fer = &1 i0x- d)+ Ambyx- £); " xT X
e j=1

Segue diretamente que h,,x- f . £0 " x1 X. Logo, da proposicio anterior teremos

L = Lgsa-



Assm, searestricdo h,xX£ f,, ndo for obtida através de uma combinacdo linear de
coeficientes nao-negativos das desiguddades bx-d £0 para i=1,2,.m e hx-d£0 para
j=1,...k; teremos uma condic¢do necessaria para o incremento estrito do limite inferior.

Note entretanto que, mesmo que a desigualdade introduzida h,.x£ f,,, satisfaca as duas

condicOes necessrias acima (conseguéncia dos teoremas 111.2 e 111.3 respectivamente) néo
teremos uma garantiado crescimento edtrito do limite inferior!

Sempre que uma desiguddade violada pela solugéo do problema lagrangeano néo puder
ser obtida pelarotina de identificagdo devemos retornar ao branch-and-bound.

Vegamos iniciamente um procedimento (apresentado em Aboudi et d.[91]) que combina
geracéo de restricbes com relaxagcdo lagrangeana. Como discutido anteriormente, um  limite
inferior para uma solucdo Gtima z* é obtido gpos a resolugcdo do seguinte problema dud
lagrangeano:

r k
w x| ,m=mnc'x+J 1 (Bx- d)+q mhx- f)
i=1 =1
sa xIX

ondeX={xT{O,]}”/a1x£b,, I=1,..,m}.

A ideia e adicionarmos restrigdes h,x£ f,, (j =1,..,k) amedida que foren sendo

violadas pela solugéo do problema lagrangeano, solucéo esta obtida pelo método subgradiente
(Geoffrion[74]). Temos entdo 0 seguinte procedimento:

PROCEDIMENTO I11.1: Rdax. Lagrang. ¢/ Geracdo de Restrigdes (12 versao)

Inicio

| .:=0; (parai=1,..,r); {inddizamultip. associadosa b, x- d.}
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-Cdcula , { método subgradiente}
e =max w (x|,
Mo

-Se (L, <Z¥) entdo
-Sgam |, m vaiévels duais Gtimas associadas ao prob. dua lagrangeano e X
a so0lucéo do problema relaxado correspondente;

- Obter regtricéo violada h,,,x £ f,,,; { Caso exista, deveremoster h, x> f,,,}

- Se (exitir restrigéo violada) entéo
Mesp:=0;
k:=k+1;
sendo

- retornar ao branch-and-bound;
fim;
Até que (“ndo existam” restrigdes violadas) ou (k > maximo de rest. dudizadas);
fim.

Figuralll.2: Relaxacdo L agrangeana ¢/ Geracado de Restrigcoes

Note que deverdo ser definidas 3 condigdes de parada para o agoritmo acima. Na
primeira situagdo, o procedimento termina quando a solucéo étima do problemadud lagrangeano
(obtida pedo método subgradiente) for superior ou igud a uma solucéo 6tima do problema
origina. Neste caso, devemos retornar a0 branch-and-bound. Como ndo conhecemos z*,
podemos utilizar um limite superior z,, parao valor da solugéo 6timado problemaorigind.

Na segunda situacéo, finalizamos a geracdo de restrigdes caso “ndo existam” restricdes
violadas pela solugéo do problema lagrangeano. Observe que em muitos casos, 0 problema de
identificacdo de restrigdes pode ser NP-completo. Logo, a utilizacdo de uma heurigtica particular
podera ndo responder satisfatoriamente ao problema da existéncia de restricdes violadas.

Findmente, na terceira Stuacd, como 0 numero de restrigbes geradas pode ser
extremamente grande (exponencid), etipulamos um nimero maximo de restricbes a serem
dualizadas.



Observe que, sempre que uma restricdo  h,,X£ f,, for violada por uma solugdo do

problema dua lagrangeano, adicionamos esta desigualdade a0 nosso conjunto de restrigtes
violadas atendendo uma condi¢ao necessaria para o crescimento estrito do limite inferior (teorema
11.2).

Se arelaxacéo lagrangeana possui a propriedade de integralidade, o valor da solucéo do
problemadua lagrangeano seraigua arelaxacdo linear do problemaorigind (Reeveq95]).

Asam, o agoritmo da figura I11.2 gera, a cada iteracdo, uma solucdo com mesmo vaor
que a relaxacdo linear do problema origind. A patir desta solugdo, geramos uma nova
desigual dade violada e repetimos o processo.

Embora o procedimento apresentado por Aboudi et a.[91] permita a geracdo de novas
restricdes violadas a cada solucéo do problema lagrangeano, as condigdes necessarias para 0
crescimento estrito do limite inferior ndo so implementadas de forma satisfatdria Note que
algumas das restrigdes violadas em passos anteriores poderdo ser verificadas por todos os pontos
de X a medida que inserimos novas restrigoes!

Devemos portanto, desenvolver mecanismaos que permitam uma atualizacdo do conjunto
de restrices duaizadas, identificando e eiminando as restricbes que ndo contribuem mais parao
incremento edtrito do limite inferior.

Na segdo seguinte apresentamos outra alternativa que combina, de maneira mais ficiente,

0 método subgradiente com a geracao de restricoes.

[11.4 - Procedimento Alter nativo:

Vamos agora consderar um procedimento aternativo que tem funcionado extremamente
bem na préica, embora ndo exista anda uma prova de convergéncia associada. Este
procedimento procura adaptar os ingredientes basicos de um agoritmo de planos de cortes
facials para o contexto lagrangeano, aplicando o méodo subgradiente diretamente ao problema
de programacdo linear inteira condderado. Isfo € feito no entanto, considerando-se
explicitamente, apenas um nimero “pequeno” das restrigdes candidatas a dudizacdo. Para
facilitar a notag3o, representamos por P={ x1 {0,3"/ BxEd e Hx £ f} o conjunto das restri¢des



candidatas adudizacdo, e por Q, o conjunto das restricBes ja duaizadas. Observe inicidmente
que temos Q=4

O procedimento € iniciado, como feito usuamente, associando-se multiplicadores de
vaor 0 a cada restricdo de P. ApGs a obtencdo da solugdo do problema lagrangeano,
identificamos um subconjunto de restrices pertencentes a P, violadas pela solugdo do problema
relaxado corrente. Estas restrigdes sio dualizadas e adicionadas ao conjunto Q. E evidente, a0
find desta primeira iteracdo, que todos os multiplicadores de Lagrange associados &
desigualdades ndo-dudizadas permanecam nulos, & excessdo dagueles associados & restrighes
dudizadas (conjunto Q), que se tornardo positivos apods a atuaizacdo dos multiplicadores.

Na atudizacéo dos multiplicadores, utilizanos uma dternativa onde unicamente as
componentes do vetor subgradiente associadas & desigua dades de Q sdo consideradas. Evita-se
assim, atarefa impraticivel de se calcular as componentes do subgradiente para cada uma das
restricbes candidatas a dudizacdo. Vae agui ressdtar que as demais componentes do
subgradiente (ndo consderadas) afetariam unicamente o tamanho do passo e destaforma o valor
dos novos multiplicadores associados & componentes de Q.

Como atudizar entretanto, o conjunto Q das restrigdes duaizadas? Observe que este
conjunto pode se tornar bastante grande se N@ nos preocuparmos em “diminar” de Q, aquelas
desguddades que ndo contribuem mas para 0 incremento edtrito do limite inferior. Para
responder a essa pergunta introduz-se o conceito de desigualdades ativas como sendo aguelas
com multiplicadores n&o nulos ou que sgam violadas pela solugéo do problema lagrangeano.
Degta forma, o conjunto Q das restricbes duaizadas sera composto unicamente por aquelas
desigualdades que sfo divas .

Nas formulas de atudizacdo dos multiplicadores, considera-se apenas as restrigdes ativas.
Vde aqui ressdtar mais uma vez que os multiplicadores associados & restriches nédo-ativas
devem permanecer, de quaquer forma, iguais a zero, ao fina de cada iteracdo. Observe ainda
que um multiplicador associado a uma restricéo ativa pode tornar-se igual a zero. Neste caso, ta
desguddade seria “diminadd’ e se tornaria novamente diva caso viesse a s violada pela
solugdo de um problema lagrangeano futuro. Como pode ser verificado por resultados

computecionais (vide Fisher[94], Miller[95], Luceng96] entre outros), o nimero de



desigual dades ativas tende a ser pegueno, tornando computacionadmente tratavel a atuadizacdo de
multiplicadores no méodo subgradiente.

Analogamente ao procedimento I11.1, buscase a inser¢do no conjunto ativo daquelas
resricdes que violam a solugdo X do problema relaxado. Neste caso, teremos
S, =bX-d >0 ou j,=hX-f >0 paa um subconjunto de indices im{1,.r} e
jT {1,...k} respectivamente. Obviamentese s, £0 ou | ; £0, as restrigOes correspondentes
ndo seréo violadas por X . Retiramos uma restricdo s; (ou j ;) do conjunto ativo, caso o
respectivo multiplicador | ; (ou m) sganulo.

Resumindo todos os passos descritos acima, vejamos outra versdo, computaciondmente

mais interessante, combinando geracdo de restricdes com relaxacdo lagrangena. Sga z¢ o vaor

da solucdo Gtima associado ao problemaorigind:

PROCEDIMENTO I11.2: Rdax. Lagrang. ¢/ Geracdo de Restrigdes (22 versio);

Inicio
k:=0;
| =0: {iniddizamultip. associados a BxEd}
m =0; {iniddizamultip. associados a HXEf}
Repita

-Cdaula z, =w,(x,1,m; {retorna X - sol. do prob. lagrangeano}
- Se (z,,<Zz*) entdo
- Adicionarestrigdes violadas por X ao conjunto Q;
- Cdculag; {tamanho do passo}
- Atudizamultiplicadores | , massociados é&s desig. de Q;
- Elimina todas as restrigdes de Q ¢/ multiplicadores nulos;
- Atudiza custos lagrangeanos,
sendo
- retornar ao branch-and-bound;

fim;  {fim do se-sen&o}
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Até que (condicdo de parada);
fim.

Figuralll.3: Relaxagdo L agrangeana ¢/ Geracdo de Restricoes

Para evitar que o nimero de restricBes presentes no conjunto de ativo Q sga muito
grande, podemos estipular um limite para 0 nlmero maximo de restricdes a serem dudizadas.

Em relacdo acondicdo de parada utilizada, poderiamos repetir o agoritmo acima até que
o tamanho do passo p1 (0,2], ssja menor ou igud a e (suficientemente pequenc). Este critério
entretanto pode resultar em um eevado nimero de iteragBes. Outra possibilidade mais plausive,
€ determinarmos de antem&o, o nimero maximo de iteragdes presentes no subgradiente.

Obviamente, adgumas variagbes do procedimento 111.2 podem ser gpresentadas.
Miller[95] propde ainda ateracbes no tamanho do passo q , em funcdo da variagdo e da
freqiéncia de atudizaches dos limites inferiores. Volgenant e Jonker[82], apresentam uma
direcéo de busca gerada através de uma combinacéo linear dos subgradientes auas e o0s
subgradientes obtidos em iteragbes anteriores. Atribuindo pesos distintos a cada um dos
subgradientes gerados nas Ultimas iteracBes do subgradiente busca-se uma nova direcéo de

maximizacao dafuncdo dud lagrangeana



