Capitulo 1V

Roteamento de Veiculos e a utilizacdo de
K-arvoresMinimas

V.1 - Introducéo:

Apresentamos neste capitulo, o trabalho desenvolvido por Fisher[94.b] que utiliza o
método de relaxacdo lagrangeana com geracdo de restrices (capitulo anterior) aplicado ao
problema classico de roteamento de veiculos. Como discutido anteriormente, uma frota de K
veiculos deve atender a um conjunto de n clientes cada um com uma demanda especifica. O
atendimento deve ser redlizado de modo a néo violar as restrigdes de capacidade de cada
veiculo. Além disso, cada cliente é vistado por apenas um veiculo e nenhum veiculo podera
atender mais de umarota. O objetivo serd atribuir a esses veiculos uma seqliéncia de visitas aos
clientes que minimize 0 “cugto totd”  de transporte.

Em seu atigo, Fisher[94.b] utiliza uma relaxacéo lagrangeana onde cada subproblema
considerado se resume na obtencdo de uma K-arvore minima (definida adiante) com 2K arestas
incidentes ao deposito (vértice 0). Este subproblema é resolvido em O(n®) passos e gera limites

inferiores melhores que agueles obtidos por Christofides et d.[81.a], que utilizam uma abordagem



parecida para a obtencéo de limites inferiores. Neste artigo, Christofides et a.[81.a] constroem
uma O-arvore com um vértice fixo (depdsito) de grau k (onde K £ k £ 2K).

Na secdo seguinte apresentamos a formulacdo e a relaxacéo lagrangeana utilizadas por
Fisher [94.b] na solu¢do do problema de roteamento. Na segéo V.3, estudamos como obter
uma K-arvore minima com um nimero fixo de arestas incidentes ao depdsito. Na secéo 1V .4,
gpresentamos a abordagem utilizada por Fisher na identificacdo de restrigbes violadas pela
solucdo do problema lagrangeano. Findmente, na secdo V.5, discutimos agumeas estratégias
para a determinaco de limites superiores (heuristicas |agrangeanas) sugeridas por Fisher[94.b].

V.2 - Formulacao utilizando K-arvores Minimas:

Suponha que cada um dos K veiculos a serem utilizados tenha capacidede b e cada

cliente demanda d, (onde i=1,..,n). Consideramos ainda d, =0, como sendo a demanda
associada ao deposito. Os custos entre as cidades i e seréo smetricos, ou sga, ¢; =C;; .

Seja N={1,..,n} o conjunto de clientese N, = NE {0}, o conjunto N com a inclusio do
deposito. Utilizaremos umavaridvel bindria x; paraindicar se aaresta (i,j) foi ou néo utilizada na
solugdo do problema. Se E ={(i,j)/i,jT N, ei <j} € o conjunto de arestas associados a
nosso problema, diremos que um subgrafo T, deum grafo G(N,,E) define uma K-arvore de G,
Se e somente seT, for conexo, etiver nt+1 vérticese n+K arestas,

Como as arestas (i,]) de E sfo néo direcionadas, para smplificar a notagdo, assumiremaos
que o par de indices ij em X; est@ associados a um par n&o ordenado. Assm, X e X;;
denotam a mesma varidvel. Teremos portanto, n(n+1)/2 variaveis X;; associadas a pares nao-
ordenados de N,xN, . Definimos ainda

— i A . 3
X = (Xors Xogs-+1 Xon 1 Xaz1-: Xy.10) € X:ix/xl {0,1}!" defineumaK -arvoree q x, :ZK{)
|

i=1
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Note x 1 X é um vetor de incidéncia (ou caracteristico) associado a K-arvore com
deposito de grau 2K.
Sgia d,, ademanda associada 2o cliente il N. ParacadaS 1 N, definese S= N, \ S,

d(s) = é d e r(9= éd(%u. Como veremos adiante, r(S) representa um limite inferior
i”s

para 0 nimero de veiculos necessarios para atender aos clientes do conjunto S. Para ST N,

sga E(S) o conjunto de todos os pares ndo-ordenados ij onde i, || S e ij. Assim, temos a

seguinte formulacdo para o Problema de Roteamento de V eiculos com restrigdes de capacidade:

Z =min g ¢ Q)
ijT E(Ng)
Tax =2 "iT N (2)
'lJT.No
sa '
faaxsar(e; "SI Ncom|g:2 3
1iisjis
xT X (4)

As desigualdades (3) sfo andogas &5 restrices de eliminacéo de sub-rotas utilizadas na
formulagéo do problema do caixeiro vigante proposta por Dantzig, Fulkerson e Johnson[54].
Nobert[82] e Laporte et a.[85] mostraram que as restrigdes de capacidade (3) podem ser

representadas equiva entemente por:

ax £/9-r(S; " Si N com|g22 3)

ij1E(S)

Para ilustrar a condicéo (3') vgamos o0 exemplo da figura 1V.1 onde consideramos 3
veiculos de capacidade 15 e duas particbes Se S'. Ao lado de cada n6 estéo representadas as

demandas de cada cliente.

Na particdo S temos r(s) = 19/ =1. Segue entdo de (3') que é X; £3-1=2.

il E(S)

Logo, a restricdo se verifica para esta particdo ja que temos gpenas 2 arestas com ambas as



extremidades em S. Entretanto, para a particdo S temos r(S) =gl8{r=2, asim

é X;£3-2=1, e a redricdo ndo € sdisfeita Observamos portanto que a restricéo

iiT E(S)
asociada aparticdo S € violada. Assm, temos uma solucéo nédo vidve para o problema de

roteamento de veiculos com restricdes de capacidade.

FiguralV.1:Solugdo que ndo satisfaz as restricdes de capacidade

A viabilidede é garantida se a solucéo acima  satisfizer a seguinte condicdo gpresentada
em Fisher[94.b]:

TeoremalV.2.1:

Uma soluciio X X é viavel para o problema de roteamento de veiculos se e somente se
satisfizer (2) e (3).
Prova:

(= ) Note que para x pertencente a X e que satisfaga a condicdo (2) devemos ter K
ciclos que comegam e terminam no deposito (ndo temos outra possibilidade). Sgja S um destes

didosonde Kl {1,..,K}. Sed(s )>b entdo teremos r(S,) = gd(j) E> 1 Segue-se ent3o de (3)

que 4 4 x; ® 4 Isto éum absurdo jaque § & % =2 " k1{L...K}. Devemos ter portanto,

i1 ST 5, it S ji S

d(S)Eb, " k1 {1,..K} (soluggo vidvel).



(®) Se xi X é viavel para o problema de roteamento, devemos ter K ciclos que
comecam e terminam no depdsito. Segue portanto que a condicdo (2) é satisfeita Sgar(S) o
nimero minimo de veiculos necess&rios para atender os clientes de S. Desta forma, como cada
veiculo deve entrar e sair de S, teremos pelo menos 2r(S) arestas entre os conjuntos Se S. Logo

(3) = verifica

Em seu trabaho, Fisher [94.b] gpresenta inicidmente resultados para rotas com no
minimo 2 clientes, ou sga, ndo Ao permitidas solugdes vidvels com a presenca de rotas Smples.

Em um problema de roteamento de veicul os, rotas smples sfo inviavels quando:

é’ln d-d>K-Db, " ji{L..1}

i=1
it

Note que a soma das demandas de todos os outros clientes (diferentes de j) n&o pode ser
atendida pelos (K-1) veiculos restantes. Sendo assm, ndo podemos ter solugdes viavels para o
problema de roteamento com rotas smples e utilizando K veiculos. Como discutido em Fisher
[94.b], sua abordagem pode ser facilmente modificada de maneira a permitir a presenca de rotas
samples.

Associando-se multiplicadores u, T A (p/ il N) & restrigdes (2) e n 1 A*

(" Si N c/ |93 2) sredrigdes(3) e duaizando-as de formalagrangeanatemos

a CnX.J“LaWEZ‘ aX., +an§2r(8) aax,_ 0)

ijiT E(No) i=1 iiNgeitjd siN iTsjis

ou anda:

é. G X - é U é. Xij - é. nsé é. X +2é U +2é ngr(S (ii)

ijT E(Ng) i=1 jTNgeitj SIN ilsjis i=1 Si N
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Para smplificar essa expressio vgamos o seguinte exemplo onde temos duas particdes
S e S como representadas nafiguralV.2.

FiguraV.2: Obtencao da fung&o lagrangeana

Desenvolvendo as parcelas ndo nulas de nossa expressao e lembrando que X, = X;

(sempre que i>j) temos.

Ce X T CXgg TCpXp +CpXy5 - ul(X13 +X12)' uz(xoz +X12) - u3(X03 +X13)'

N (X + %) - Mg (X +Xee) + 2(Uy +u, +uy) + 20 1(S) + 204 1(S)

Note que, como ndo temos rotas Smples ndo temos arestas duplicadas na funcéo
objetivo. Colocando as varidveis em evidéncia obtemos:

(Coz “Up- U, - nso - nsl)xoz +(C03 - Uy - U - nSl)XO3+(C12 - U - u2)X12 +(C13 - Uy - - VsO)X13 +
#2(u, +U, +Uy) +2ng 1(§) +2ng1(S)

Generdizando este procedimento para a expresséo (i) chegamos a seguinte relaxacéo
lagrangeana:

Z,(un)=min § Gx +23 U +28 W (9 (5)
ijil E(Ng) i=1 Si N

sa x1 X



onde:

Temos que z,(u,n) £z* onde z* € o valor da solugdo Gtima do problema origina

(Geoffrion [74]). Utilizamos o mé&odo subgradiente (Held, Crowder e Wolfg[74]) para

“resolver” o seguinte problema dud lagrangeano:

max z, (u,n)
sa ul A" (P.D)
n3o

obtendo assm o melhor limite inferior possivel neste caso.

Como temos um nlmero exponencid de restrigdes em (3), ndo é viavel a dudizacéo de
todas essas restrigdes explicitamente. Sendo assm, devemaos desenvolver mecanismos que gerem
dinamicamente restrigdes a medida que forem sendo violadas pela solucéo do problema

lagrangeano. Todas as outras restrigdes serdo ignoradas fazendo-se Ng = 0. Note que uma

restricdo ignorada 0 iré efetivamente contribuir para a fungdo de custo lagrangeana quando seu
multiplicador associado for ndo nulo. No méodo subgradiente, todos os multiplicadores sfo
inicidmente tomados iguais a zero. Desta forma, uma restricdo sO € efetivamente consderada
quando for violada pela solucéo do problema lagrangeano, ja que isto levaria a um multiplicador
ndo-nulo paraarestricdo.

Como discutido anteriormente, seria impraticivel a geracdo explicita de todas as
restricOes apresentadas em (3) ou (3'). Fisher[94.b] trabalha com uma quantidade de restrices
bem inferior & 2" restrigBes geradas por todas as possivels particdes do conjunto N. Segundo
Fisher[94.b], testes computacionais indicam que a utilizacdo das restrigbes (3) geram limites

inferiores mais interessantes quando comparados s restrigdes (3').
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Fisher[94.b] propde ainda a substituicdo de (3) ou (3') por um novo conjunto de
restrigdes que levem a uma formulacdo mais forte (no sentido de uma relaxacéo linear) para o
problema.

Note que o produto br(S) define a capacidade minima exigida para todos os veiculos que
crculam pelos vértices de S. Na ilustracéo abaixo gpresentamos um exemplo bem smples onde

temos uma particdo S com 2 nés. Considerando r(S)=1 (segue-sede (3) que 3 4 x,° 2, e a

iTsjis
restricéo se verifica). Observe que temos 4 arestas com um de seus extremos em S e outro em

S.

Figura1V.3: Andlise dasrestricdes (3)

Note que, se x; =1 no lado esquerdo de (3) (paradgum cliente j T S), teremos j sendo

atendido por dgum veiculo de S. Dessa forma, a capacidade minima br(S) destinada aos veiculos
que percorrem S, deverd ser suficiente para atender também a demanda de clientesde S tais que

x; =1 paradgum i pertencente a S. Logo, a capacidade minima de todos os veiculos que entram
e seem de S deverd ser igud a d(S) mais a demanda de todos os clientes j de S com x; =1.

Teremos portanto a seguinte modificacao:

€d(S) + @ dx U

é is o a

22, é 15 U 6
a a X 3 2é b G (6)
u

g

iTsjis

™ D>



A desiguadade (6) ndo pode ser utilizada diretamente ja que seu lado direito € uma
funcdo ndo linear de x. 10 ndo impede entretanto, que a utilizemos como ferramenta para
geracao de outras restricoes.

Sga SI'N, um subconjunto quaquer de N. Fazendo S'=

[i15/j31ed,>br(9- d(S)} definimos

i0, jiTs

J'ro, jTs els|e2 -
&= S jise|s|>2

r(9+1

f1 jTs-s

Note que S' representa os clientes de S que ndo podem ser atendidos pela capacidade
“ociosa’ apos o atendimento aos clientesde S. Ou sgja, ademandade | € superior acapacidade
restante nos veicul os que percorrem S.

A idéa é reduzir o méximo possivd aguns dos codficientes de (3) sem dedtruir a
viabilidade do problema origina, ou sga, sem violar as restriches de cagpacidade. Desta forma
estaremos obtendo um novo conjunto de restrigdes (apresentadas abaixo) que dominaréo as

restrigdes apresentadas em (3). Assm:

én_ ea x; 22r(9, " Si N paralg22 (8

j=0 i1s

Note em (7) que se |S| £ 2 teremos (8) apenas com coeficientes 0's e 1's. Entretanto, se
|S|>2 agueles coeficientes associados a S serédo dterados para r(S)/(r(S)+1) (menor que 1).
Obtemos portanto uma sensivel melhora em relacéo & restricoes (3).

O seguinte teorema (apresentado em Fisher [94.b]) garante a substituicéo das restricdes
(3) pelas restrigdes (8) apresentadas acima:
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Teorema |V.2: Uma solucio X X serd vidvel para o problema de roteamento de veiculos se e
somente se satisfizer as restrigdes (2) e (8).
Prova:

(- ) Este caso segue diretamente j& que qualquer solucio ¥ X satisfazendo (2) e (8)
também ira satisfazer (2) e (3). Note que (3) e (8) sdo quase idénticos, excetuando-se apenas
agueles coeficientes que S5 menores em (8). Logo, do teorema V.1, temosque xI X seré vidvel
para o problema de roteamento.

(®) Mostraremos agora que se ¥ X satisfaz (2) e (3) entdo x também satisfaz a (8).
Congderemos inicidmente |S| =0. Neste caso, teremosde (7) que e, =1," ji S. Assm, (3) e
(8) serdo idénticos.

Veamos agora a situagao onde temos |S|2 1 e x,,. =1 paadgum j*I S’ ekl S. Dois
casos deverdo ser analisados paramodtrar que (8) realmente se verifica
Caso 1: (|S|£2)

Sgas={j1s g x; >0r. Se|s|=1, entdo oclientej* de S e um ou mais clientes de

iTs

S estar80 em umamesmarota r (isto se deve ao fato de termos X X e que satisfaz (2)). Como
d. >br(9- d(S ouanda d. +d(S >br(9, serdo utilizados pelo menos r(S)+1 veiculos
para atender os clientes de E{j*}. Dessa forma, pelo menos r(S) veiculos serdo necessarios
para atender os clientes de S que ndo estéo narota r. Asim, teremos pelo menos 2r(S) arestas
incidentesem Sde S- S . Segue portanto, que toda soluggo que satisfaz (3) com S| =1 também
irasatisfazer a(8). Assim, poderemos anular e. (coeficientede x;. p/ j*1 S'), sem perder a
viabilidade de nosso problema.

Vejamos agora a situagdo onde temos |S'| = 2, ou sga, dois clientes de S' est&o ligados
aclientesde S. Se osdoisclientesde S’ estiverem em uma mesma rota, analogamente asituacéo
anterior teremos no minimo r(S) veiculos para atender os demais clientes de S. Logo, teremos
pelo menos 2r(S) arestas incidentesaSde S- S e (8) e verifica

Se osdois clientesde S’ estiverem em duas rotas distintas, serdo necessarios pelo menos

r(S)-1 veiculos para atender os demais clientes de S (que ndo estéo nestas duas rotas). Segue



52

gue, no minimo 2r(S)-2 arestas serdo incidentes a S. Note entretanto que, para cada uma das

duas rotas temos uma aresta de S- S incidente a S. Assm, teremos no minimo 2r(S) arestas
incidentesaSde S- S. Concluimos ent& que mesmo fazendo e, =0, toda solugéo que satisfaz
a(3) com S| = 2 também ira satisfazer a (8).
Caso 2: (|S|>2)

Como d. >br(S- d(S e x,. =1 paral S, ji S, serdo necessaios pelo menos
r(S+1 veiculos para atender os clientes de S. Logo, teremos no minimo 2r(S)+2 arestas

incidentesa S. Seguel § & x; ® 2r(S)+2. Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

iisjis

r(S)/(r(S+1) teremos:. é_ %é X; 2 2r(9).

iis

Portanto, toda solucéo x que satisfaz a desigua dade acima também satisfaz (8)

Apesar da melhoria introduzida acima, 0 conjunto de restrigdes (8) néo define facetas.
Para ilustrar Stuacd vegamos 0 seguinte exemplo onde temos S={1,2,3},

d =d,=d,=3,d;, =1 paaj*4eb=5.

Q) ©,

® ©

FiguralV.4: Analise dasrestricdes (3) e (8)

Note que, como S=A temos (3) e (8) duas desgualdades idénticas. Assm,

aax?®4 jaque ¢9/5y=2. E facil ver que 8 & X; 3 6 ¢é vdida e domina (8). Como

Tsils iTsjis
discutido no capitulo 11, uma faceta ndo pode ser dominada por nenhuma outra restricéo vadida

para o problema.



Antes de tratarmos propriamente da solucdo do problema dua lagrangeano vgamos
como obter uma K-arvore minima com 2K arestas incidentes ao depdsito. Assm, definido os

cudos ¢, para cada par ij 1 N,, trataremos primeiramente da relaxagdo lagrangesna

(apresentada em (5)).

V.3 - Obtencdo deumaK-arvore Minima ¢/ um numero
fixo de arestasincidentes ao deposito:

Seja dado um grafo G=( N, ,E) com um conjunto de n+1 vérticesonde N,={0,1,..,n}, um
conjunto E de arestas e um inteiro K2 0. Como discutido na secéo anterior, chamaremos T,
(subgrafo de G) de K-arvore se T, for um grafo conexo com n+1 vértices e n+K arestas. Note
que se K=0, teremos uma arvore geradora de G (0-arvore). Mostraremos que para se obter
uma K-&vore de menor custo, bastard calcular uma &vore geradora minima T adicionando-se
em seguida as K menores arestas de E-T.

Para resolvermos a relaxacdo lagrangeana associada ao problema de roteamento de
veiculos (como descrito anteriormente), precisamos cacular uma K-arvore minima com 2K
arestas incidentes ao depdsito (vértice 0). Chamaremos este problema de P(2K). Como veremos
adiante, este problema pode ser resolvido em tempo polinomid (O(n®) iteragdes). Se impomos
uma restrigéo adiciondl exigindo que cadaum dos vértices i de N, tenham um grau no méximo
g, , estipulado a priori, teremos o problema da arvore geradora minima com restrigdes de grau.
Como demonstrado em Garey e Johnson[79], trata-se de um problema NP-Arduo!  Em nosso
caso entretanto, gpenas o depdsito tem grau fixo.

Fisher[94.9] faz uma extensdo dos trabahos desenvolvidos por Glover, Klingman [74 e
84], onde buscavam uma &vore geradora minima (0-arvore) com um nimero fixo de arestas em
um dado vértice.

Se aK-avore minima T, obtida inicidmente ndo possuir grau 2K no depésito (nimero
de arestas incidentes), fazemos trocas sucessivas entre as arestas de T,, obtendo uma nova
avore T,’ incrementando ou decrementando o nimero de arestas incidentes a0 deposito

conforme o caso. Supondo por exemplo, que o grau do depdsito sga superior a 2K,



adicionamos uma aresta ndo-incidente ao deposito e ndo pertencente a T, e retiramos uma das
arestas de T, incidentes ao depdsito. Repetimos 0 processo até que se tenha o grau desgjado.

Anaogamente, se 0 grau do deposito for inferior a 2K adicionamos uma aresta ndo pertencente a
T, eincidente ao depdsito e retiramos uma arestade T, ndo incidente ao depdsito. Da mesma
forma, o processo € repetido até que se tenha o grau desgjado.

Resumindo, teremos o seguinte procedimento. O valor GRAU(0) abaixo representa o

ndmero de arestas incidentes ao depdsito.

PROCEDIMENTO: K-arvore minima com depdsito de grau 2K;
Inicio
- Cdcula Arvore Geradora Minima {avore T}
- Adicionaas K menores arestas de E-T; {obtéem T, inidd}
- CdculaGRAU(0);
- Se GRAU(0) > 2K entéo
- decrementa GRAU(0) até que GRAU(0)=2K
sendo
- se GRAU(0)* 2K entédo
- incrementa GRAU(0) até que GRAU(0)=2K;
fim; {seg}
- Cdculacusto de TK;;
fim.

FiguralV.5: K-arvore minimac/ 2K arestasincidentes ao deposito

Para mostrar a conssténcia do procedimento acima vegamos aguns resultados
demonstrados em Fisher [94.a] que estabelecem as condigbes de otimaidade e resultados que
permitirdo incrementar ou decrementar 0 grau do depdsito sempre partindo de uma K-arvore

minima T, paraoutraK-arvoreminima T, ’ fazendo apenas trocas entre as arestas do grafo.

Ve amos primeramente a seguinte definicdo e lema gpresentados em Glover e Klingman
[84]:



Definicio 1V.1 - Dadaumaavore geradoraT eduasarestas el T e €1 T. O par de arestas

(e, €) define umatroca admissivel em T se e somente se T-eE{ €'} for uma &vore geradora.

LemalV.1l: Dados duas avores geradoras digtintas T e T', existird uma fungdo biunivoca h:
T-T'® T'-T gerando pares (p,g) de trocas admissiveisem T (ondepi T-T' e g1 T'-T).
Prova:  Glover e Klingman[84]

A ddfinicdo de trocas admissiveis para K-arvores pode ser generdlizada da seguinte

forma

Definigdo 1V.2- Considereuma K-arvore T, , umaaresta el T, e € 1 T,. O par (g €)

definirdumatroca admissivel em T, se T, - e E{€'} for umaK-arvore.

OlemalV.2 aseguir € umagenerdizacdo do lemalV.1 paraK-arvores:

LemalV.2: DadosduasK-arvores digtintas T, e T,', exigird umafuncdo biunivoca h: T, -
T, ® T.'-T, gerando pares (p,q) detrocas admissivéisem T, (ondepl T, -T.' e q1 T.' -
T)-
Prova:

Sgja T um conjunto maximd em T, C T.' que ndo contenha ciclos. Aumentamos T
quando necessirio com arestas de T, para obter uma &rvore geradora Tl T, e com arestas de
T.' paraobter umaavore T'l T, ’. DolemalV.1, exise umafuncio biunivocah: T-T'® T'-T

de maneira que cada par de arestas (de T-T' e T'-T respectivamente) define uma troca
admissivel em T. Edta funggo também define um emparelhamento de arestas de T, - T,' com

arestasde T,'-T, jaque T-TI T,-T, e T-T 1 T./'-T,

«» Caso contrario, teriamos um



demento de T, CT,' que poderia ser adicionado a T sem a criagdo de um cidlo,
contradizendo portanto o fatodeque T émaximdem T, C T, "
SgaS=T,-T e S=T,'-T". Quaquer fungdo biunivoca de arestas de S-S para S-S

define trocas admissivels, completando aprova

O teorema seguinte (gpresentado em Fisher[94.b]) garante a existéncia de uma K-arvore

de custo minimo:

TeoremalV.3: (K-&vore minimainicia)

SgaT i E umaévore geradoraminimae E'=E - T o complemento das arestas de E em
rdagioaT. SgaS| E o conjunto das K menores arestas pertencentes aE'. Entfo T, =TUS
seraumaK-arvore minimade G(N, ,E).

Prova:

Suponha por contradi¢do que exista uma K-arvore T, ”  com custo ¢(T, ")<c(T, ). Do
lemalV.2, exise uma fungdo biunivocah: T, -T,' ® T,'-T, de maneira que cada par
define trocas admissiveisem T, . Como temos ¢(T, ') < ¢(T, ) , exidtira peo menos um par
(e€) (sendoel T,-T,' e € 1 T,’-T,) com ¢(€)<c(e). Note que ndo podemos ter d S,
poisc(€') < c(e) contradiz adefinicgo de S. Seel T e T-{e} E{€'} é uma &vore, chegariamos a
uma contradicdo pois T € uma & vore geradora minima.

A Unica possibilidede entdo é considerarmos e T T e T- {€} E{€’} ndo definindo uma
avore. Assm, como T- {e} E{e'} é conexo, devera exisir um demento al S ta que T-
{e} E{a} éumaavore. Logo, teremos c(a)3 c(e)>c(€'), onde a primeira desigualdade se verifica
jaque T € uma arvore geradora de custo minimo. Note entéo que poderiamos reduzir o custo

subdtituindo € por a em S, contradizendo a definicéo de S (conjunto das K menores arestas de

E).

OlemalV.3 e osteoremas |V .4 - V.6 seguintes generalizam para K-arvores aguns dos

resultados obtidos por Glover e Klingman[84] para &vores geradoras (O-arvores). Estes
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resultados servirdo de base para construcdo dos procedimentos responsavels pelo incremento ou
decremento do grau do depdsito quando necessario.

Antes de demonstrar o préximo lema apresentamaos a seguinte notacao:

Notacdo: Considere uma K-arvore T, eumaaresta € | T, . Representaremos por T, (ef) o

sub-conjunto de arestas de T, que definem troca admissiveiscom €'.

LemaIV.3: Consderemose f1 T ;€,f’ | T arestas adjacentes ou ndo ao depdsito. Se
pelo menos um dos pares (e€) ou (f, f *) ndo da umatroca admissivel em T, entdo (ef’) e (f,
€) dardo (cadaum) umatrocaadmissivel em T, seesomentese T,'=T,- e- fE{€,f'} é
umaK-arvore.

Prova:

(=) Se T, éumaK-avore, do lemalV.2 teremos uma funcdo biunivoca relacionando
asarestas e, f com € , f’ de maneira que ambos os pares, definem trocas admissivels. Exigtira
somente dois emparelhamentos possivels. Caso (e,€') e (f ,f') ndo definam trocas admissiveis em
T, , astrocas (ef’) e (f ,€') sero ambas admissiveisem T, .

(® ) Agora mostraremos que T, € uma K-arvore se Ef') e ( ,€') s ambas
admissiveisem T, . Sem perda de generalidade assumiremos que (e,€') ndo define uma troca
admissivel en T, ,assim el T, (ef). Sgja e=(i,j). Como (f ,€') define uma troca admissivel em
T., T.'E{€} éconexa. Assm, paramostrar que T, ’ € uma K-arvore é suficiente mostrar que
T, ' contém um caminho dei paraj.

Note que el T (f¢),implica naexiséndade um caminhoem T, E {f'} dei paraj. Se
este caminho n&o contém f, ee serd também um caminho em T, ’ e a prova esta completa. Se
este caminho contém f, considere f=(p,q) e, sem perda de generdidade, assuma que o caminho
em T, E {f'} dei atéj passando por (p,q) indui um caminho P, dei até p e um caminho P, de
qatéj. Comofl T (ed) ed T, (ed), segueque T, E {€} contém um caminho P, de p aé q

que ndo contém e (se P,contém e, o conjunto de arestas P,E{f}-{€} define um caminho em
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T.E {€} deiaéj eassimteremos el T, (ed)). Portanto, P, P, e P, definem o caminho em

T, dei aéj.

O resultado seguinte, demonstrado em Fisher[94.g] garante a obtencdo de uma K-arvore
minima com um nimero fixo de arestas incidentes ao depdsito.

Sgja P(g) o problema de encontrar uma K-arvore com grau g no deposito. Considere (e,
f) umatroca admissivel (onde el T e f1 T ). Estatroca serd satisfatdria se c(e) > c(f), onde
c(e) e c(f) sdo os custos das arestas e e f respectivamente.

Vegamos agora as condicdes de otimalidade apresentadas em Fisher[94.a]. Nos teoremas

gue se seguem o superescrito 0 indica uma aresta incidente ao n6 0.

TeoremalV.4: (Condigdes de Otimaidade)
UmaK-arvore T, com grau 2K no depésito sera étima para o problema P(2K) se e
somente se satisfazer as seguintes condicdes de otimaidade:
i) Sdam e e f duas arestas ndo incidentes ao depdsito. N&o existem trocas admissivels
satifatorias (e, f) (ondeel T, e f1 T,).
ii) Néo havera trocas admissivels satisfatdrias (e°, 1°) onde e°1 T, e f°71 T, sendo € e ¢°
incidentes a0 deposito.
iif) Ndo haverd duas trocas admissiveis sdtifatdrias (€, 1) € (e,,f) com e’ e, 1 T,

f,, 21 T, sendo e, f? incidentesno depdsitoe f, e, ndo incidentes ao deposito.

Prova:
(® ) Condderemos inicidmente Ty, uma K-arvore ¢tima para o problema P(2K).
Assm c(Ty) <c(T¢"), qualquer que sga a K-arvore T,' com 2K arestas incidentes ao
depdsito. E facil ver neste caso que, e (i), (i) ou (ii) forem violadas, obtemos uma nova K-
arvore T, ' com cugo inferior a Ty, (K-arvore 6tima). Logo (i), (ii) e (iii) se verificam.
(= ) Suponha agora que Ty, satisfazendo (i), (i) e (ii) ndo sga dtima. Teremos neste

caso, a exiséncia de uma K-arvore T, com custo o( Ty ) inferior a (T, ). Do lema V.2, temos
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uma funcdo biunivocah: T, -T,® T, -T,, de maneira que cada um dos pares obtidos gerem
trocas admissiveisem T, . Essa sequiéncia de trocas pode ser dividida em 2 tipos digtintos. (a)
trocas que ndo atudizam o grau do depdsito ou (b), trocas que atudizam o grau do depdsito (N6
0). E f&dil ver que Ty ndo pode ser obtida apenas através de trocas do tipo (a), pois teriamos ( i)
ou (ii) violadas chegando portanto a um absurdo. Logo, devemos ter também trocas do tipo (b).
Consdere (sem perda de generdidade) um conjunto de p trocas que incrementam o grau do
deposito gerando uma nova K-arvore Ty ' com custo ¢(Tk ') superior a ¢(Ty ). Suponha ainda
que T, sgagerada através de p trocas que decrementam o grau do né O (a partir de Ty '), e de
maneira que ¢(Ty) < c(Ty). Deveremos ter neste caso, pelo menos um par de trocas que
incrementa e decrementa respectivamente o grau do depdsito em T, gerando uma nova K-

arvore T, "' ecom custo ¢(Ty ") < ¢(Ty ), contrariando portanto a condicéo (jii).

Note gue nas 3 condigdes de otimalidade apresentadas acima, foram expressas todas as

possiveistrocas entre as arestas de T,  sempre mantendo 2K arestas incidentes ao depdsito. Em

nenhuma del as poderemos ter uma troca admissivel satisfatdria, ou sgja, ndo poderemos ter uma
diminuicdo no custo da K-arvore.
Parailugtrar a condicao (iii), vejamos o exemplo dafigura V.6, onde temos uma 2-arvore

com 4 arestas incidentes ao depdsito. As arestas f, e f, nédo pertencema T, .

FiguralV.6: Condicao (iii)



Paa que as trocas admissivels ndo sgam satidfadrias devemos  ter

c(e®) +c(e) £ c(f,) +c(f?) . Se as trocas forem efetuadas teremos uma nova 2-arvore de grau 4 no

depdsito e com custo superior aanterior.

Consdere uma K-arvore minima T, onde q (grau do depdsito) € menor que 2K. O

teorema seguinte (demonstrado em Fisher[94.a]) estabelece como obter uma troca admissivel de

maneiraque anovaK-arvore T, ' obtida sgjaamenor K-arvore com g+1 arestas incidentes ao

depdsito.

TeoremalV.5: (Incremento do nUmero de arestas incidentes ao depdsito)

Suponhaque T, sgadtimaparao problemaP(q) e T’ =T, - e E{ °} onde (g f° &
umatroca admissivel com el T, ndo incidente ao depdsito, f°1 T, incidente ao depdsito e c( t°)
- ¢(e) sgaminimo entre todas as trocas admissivels que aumentam o grau do depdsito. Entéo
T’ serdbtimapara P(g+1).

Prova:

A prova consste basicamente em mostrar que T, ’ satisfaz as condiges de otimalidede
no teorema 1V .4, sabendo-se de antemdo, que T, satisfaz as condigBes de otimaidade e ¢( £ °) -
c(e) é minimo entre todas as possivels trocas admissivel's que incrementam o grau do deposito.

Suponha iniciamente que a condi¢go (i) sgaviolada por uma troca admissivel satisfatoria
(e,f)em T.' onde g e f, sAo ndo incidentes a0 depdsito (sendo ¢ 1 T,' e f, 1 T.'). Sga
T"=T.'-¢ E{f} =T, -¢g-eE{°,f}.

Noteque, se f,=e, teremos T." =T, - g E{°} e ¢(T.") 3 o(T,") (jaquec(°)-
c(e) 2 c(f°) - c(e) enrazéo datroca( f°,e)). Portanto, (e, f;) ndo seria uma troca admissivel
stisfatoriaem T, .

Considere agoraque g f,. Do lemalV.2, exidira um emparelhamento de g, e com
f,, f° gerando trocas admissivésem T,. A troca admissivel satisfatoria (e, f,) ndo poderéd
ser admissivel em T, jaque T, satisfaz as condigBes de otimdidade (i). Assm, (e, £°) (e, f,)

S0 ambas admissiveis en T, . Deveremos ter portanto, c( f,) 3 c(e) pois T, sdtisfaz as
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condigdes de otimalidade expressas em (i). Note que, c(£°)-c(e ) ® c(°) - c(€) jaque (e, f°)
define umatroca de custo minimo. Assm ¢(T,") 2 ¢(T,’), o que é absurdo pois (g, f,) éuma
troca admissivel stisfatériaemT, ' .

Considere agora que a condi¢do (i) sga violada por uma troca admissivel satifatoria
(e, °),sendo € e f° incidentes ao depdsito. A provade (ii) é andoga ao caso anterior. Sgja
T" =T, - e E{1°} =T, -e- e’E{{°f°}. Setemos €’=f°, basta observar que
c(Tc") 3 (T, ) pois(e, £°) é umatrocaadmissivel minima Se e’1 f° dolemalV.2, exidira
um empardhamento de (e,e”) com (f°,f”) definindo trocas admissiveis. A troca admissivel
sttisfatéria (€7, f,”) ndo pode ser admissivel em T, jaque T, satisfaz a segunda condicéo de
otimalidade. Portanto, (€, f°) e (e, f°) sfo ambas admissiveisem T, . A primeira ndo pode ser
admissivd satifadriaem T, (pois T, satisfaz a condicdo (ii)), e a segunda néo pode ser melhor
que (e, £°). Portanto, ¢(T,") 3 ¢(T, "), 0 que é absurdo pais (€, f,°) é admissivel satifatdria
emT,' .

Finamente, se a terceira condicdo de otimaidade é violada, teremos um par de trocas
(e, ) e (8, f,) quejuntas serdo satisfatdrias. Como as condigdes de otimdidade (i) e (i)
para T,’ ja foram comprovadas, teremos (do lema IV.3) que estas duas trocas poderéo ser
feitas sequenciadmente para gerar uma K-arvore T," =T,’ - ¢- &) E{{°,f,} = T,-e -e-
eE{f°f’ f,}. Oscasosonde e = f, ou €)= f° podem ser desconsiderados com base nos
mesmos argumentos utilizados para as condigoes de otimdidade (i) e (ii). Assm, do lema IV.2,
exigiraum empardhamento de e, g, e € com £°, f° e f,, definindo trocas admissiveisem T, .

As sais possibilidades de emparel hamentos s&o:

(&, 1) (€, 1,); (&) @
€. 1) &, ) (&) 2
CROACHPICHED (3
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€, 1) ef,) (e, f) @
CRANCRSHCYA) )
. L) (€, 1% (e, f%) (6

Note, em cada um dos sai's casos apresentados, que as duas primeiras trocas ndo podem
ser admissivels satifatdrias, ja que T, satisfaz as condigbes de otimaidade (i), (i) e (iii)
respectivamente. A terceira troca por suavez, seraigud a (e f°), ou a uma troca que néo pode
ser melhor que (g f°). Assm ¢o(T,") 3 ¢(T,’). Segue que a condicZo (i) acima ndo podera

s violada.

Suponha agora que o grau do depdsito sgaigual aq > 2K na K-arvore T, . O teorema
Seguinte estabelece como obter uma troca admissivel de maneira que a nova K-arvore T,’

obtida sgjaa menor K-arvore de grau g-1.

TeoremalV.6: (Decremento do nimero de arestas incidentes ao depdsito)

Suponhaque T, sgadtimaparao problemaP(g) e T,’ =T, - €° E {f} onde (¢°,f) &
uma troca admissivel com €°T T, incidente ao deposito, fi T, ndo incidente a0 depdsito e
c(f) - c(e’) sga minimo entre todas as trocas admissiveis que reduzem o grau do depdsito.
EntdoT, ' serd Gtima para P(g-1).
Prova:

Demonstracio andoga ao teoremallV.5.

Ve amos agora, baseado nos resultados tedricos apresentados acima como incrementar
ou decrementar o grau do deposito a partir de uma K-arvore minimade grau g no depdsito onde
g <2K ou q>2K respectivamente. Caso a K-arvore minimainicid tenha grau g=2K no depdsito

0 problema ja estara resolvido.



Vg amos primeiramente como decrementar o grau do depdésito:

1VV.3.1 - Decremento do Grau do Depdosito:

Sgja T, uma K-arvore minima com q > 2K arestas incidentes ao depdsito. Eliminando

todas as arestas incidentes a0 depdsito teremos m componentes conexas. Para cada no i
pertencente a uma componente atribuimos um mesmo rétulo 1(i). Caso uma componente sgja
conectada ao depdsito por duas ou mais arestas (adjacentes ao depdsito), quaquer uma destas
arestas podera ser diminada sem desconectar a componente do depdsito. Sgja C o maior custo
entre todas estas arestas.

Consdere também C. o maior custo entre todas as arestas de T, que unem a
componente i ao depdsito.

Veamos o seguinte exemplo (figura 1V.7), onde ilustramos a obtencdo de uma 2-arvore
com grau 4 no depdsito a partir de uma 2-arvore de grau 5 no depdsito. Os respectivos valores

de C e C, para cada componente e os rotulos (i) estéo também representados:

1
I()=1(2)=1(3) =1
4 —|(E) =

10 (4)=1(5) = 4

3 > 1(6) =6
5 c=7 Ci=7

C:=5
C:=10

2 4

FiguralV.7: Determin¢édo de C e Ci.

Note que C =7 é o vaor damaior aresta que une uma componente qualquer conectada
a0 depdsito por 2 ou mais arestas (neste caso as componentes 1 e 2).

Desgamos diminar de T, uma arestaincidente a0 depdsito e subgtitui-la por uma aresta

n&o pertencente a T, e ndo incidente ao depdsito (teoremalV.6).



Para determinar amehor troca definimos:

3G- C 1@) = 1))
W =1 : :
£6,- ma{C.G,,Gy,} 1) 1))
ondeit 0;jt 0 e (i,j)T Tk.
Para obtermos a melhor substituico bastard encontrar a aredta (,j) (ndo pertencente a
T, ) td que w; sgaminimo entre todas as possiveis escolhas de (i,j). Logo, do teorema IV.6,
adicionamos (i, j) e retiramos a aresta associada a C (caso 1(i)=I(j)) ou uma das arestas
associadas a C, G, ou C;, respectivamente (se (i) I(j)). Note que as arestas a serem retiradas
s80 adjacentes ao depdsito.
No exemplo representado nafiguralV.7, teremos w = ¢y, - mex{7,510}. AsSm, se w,
for o minimo entre todas as possivels escolhas de W, adicionamos a aresta (5,6) e retiramos a
aresta (0, 6) (associadaa C,, =10 ) obtendo uma nova 2-arvore minima com 4 arestas incidentes
a0 deposito.
Caso a subgtituicdo tenha sido feita entre vértices com rétul os digtintos (como no exemplo
acima) deveremos atuaizar todos os rétulos na componentej por 1(i).

Resumindo, teremos o seguinte procedimento (onde g (grau do depdsito) € maior que

2K).

PROCEDIMENTO: Decrementa-grau;
Inicio
- Determinar m componentes conexas (i) (ondei=1,..,m);
Repita
-CdculaC e G p/ i=1..m
-Cdcula wy, " (i,j))T Tc ei? 0,jt0;
- Sga(p, g) tal que w,, éominimode w; entretodas as possivels escolhas de (i, j);

- Obter aresta (0, s) associadaa C (sel(p) = 1(0)) ou mex(C,G,), G, )8 () * 1();



- Adicionar (p, q) eretirar (0,s)de T, ;
- Atudizar rétulossel(p) * 1(Q);
-q4:=01
Atéque g = 2K;
fim.  {procedimento}

FiguralV.8: Procedimento decrementa grau

Na secéo 1V.3.3, discutiremos algumas questdes relativas aimplementacéo e estruturas de
dados utilizada. Como veremos, este procedimento podera ser executado em no maximo O(n®)

passos.

1V.3.2 - Incremento do Grau do Depdésito:

Tratemos agora da Situacdo onde temos 0 nimero de arestas incidentes a0 depdsito
menor que 2K naK-avore minimainicid.

Edta situacdo é um pouco mais delicada que a anterior. Note que devemos ter um
cuidado maior na retirada de alguma das arestas néo incidentes ao depdsito. A diminacéo de
algumas dessas ligagbes pode tornar o grafo desconexo.

Sga T, =TE S ES, onde T é uma &vore geradora minima contida em T, e
SES=T -T. Todasasarestasde S sd0 adjacentes a0 depodsito e todas as arestas de S
s80 nao-adjacentes ao deposito.

Congdere T uma arvore com raiz no vertice O (depdsito) e sga (i) o predecessor do nd
i nesta arvore. Utilizando as idéias gpresentadas em Glover & Klingman [74], Fisher[94.9]

consdera:

i=0 ou j@i)=0

W, _
caso contrario

¥
_+max{wj(i),cij(i)}



Notequeparai® 0 e j(i)* O, w, representao custo damaior aresta ndo incidente ao

depdsito no tnico caminhoem T dei até 0.

Para ilusrar a notagdo acima vgamos O seguinte exemplo onde temos uma

T« =TE § E S (2-avore). A avore geradora T esta representada em linhas continuas. As

aestase ef pertencema g e 5 respectivamente:

w(0) = - inf. i=0

w(1) =- inf. j(1) =0
w(2) = -inf. (=0
W(3) = max{w4,c3s} = c4 j(3) =4
w(4) = - inf. j@=0

w(5) = max{ws,cse} =? j(5) =6

w(6) = max{ws1,ce1} = ce1 j(6) =1

Figura lV.9: Incremento do grau do depésito

O vetor w devera ser obtido em 3 etgpas. Primeiro iniddizamos w, com ¥ para os
vertices i que tenham o depdsito como predecessor. Em seguida cdculamos w; para todos os

vértices onde w. 1 .¥, Procedendo dessa

ot -¥ , efindmente cculamos w; para w

0]
maneira descobrimos o vaor de w(5) na figura 1V.9 acima. Como discutido adiante (na proxima
secdn), utilizamos uma lista de arestas na armazenagem dos dados. Neste caso, 0 vetor w
poderd ser construido a medida que percorremos as arestas de T utilizando uma estratégia do
tipo backtracking (Horowitz e Sahni[78]).

Considere agora &(i) uma arestade T no caminho de i até O onde c(a(i)) = w , Ou Sgja,

a(i) é aaresta de maior custo neste caminho. Considere também:

Cy=mex{c(f)/ 1 S}
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C, =max {w, /(0,i)T S}

Sga a1§ onde ¢(a)=c,, OUSHa a €amaor aetade g néo incidente a0
depdsito. Considere também (0, i*)I § onde C,=w, e &, =a(i*), ou sga, a, € amaor
arestade T ndo-incidente ao depdsito no caminho dei* até 0. Findmente, paratoda aresta (0, i)
I T, sda G = - maq{C, C, w}.

Veamos agora, como identificar a troca admissivel de custo minimo incrementando
paralelamente o grau do depdsito (teoremalV.5).

Como obsarvado anteriormente, dado uma K-avore T, e uma aesa €l T,
representamos por T, (€'), 0 conjunto de arestas de T, que definem uma troca admissivel com
€. Note que T, (€), contém precisamente aquelas arestas de T, que podem ser diminadas de
T, E{€} sem dedtruir sua conectividade. Analogamente, para uma &vore T e €1 T, sga

T(e)i T, o conjunto de arestas que podem ser diminadas de TE{€} sem dediruir sua
conectividade.
Dado um conjunto S satisfazendo a SCT=A e SCT, =/, podemos estender as

definigdes acima e representar por T(S) e T, (S), o conjunto de arestasem T ou T, que podem

ser diminadas de TESou T, E 'S sem perda da conectividade.

Temos entdo o seguinte lema

LemalV.4: T(S) = ;;ST(e').
Prova:

Claramente temos I,?_ST(e‘) I T(S).Asim, é suficiente mostrar que qualquer el T(S
pertence também a T(€) paradgum €1 S.Noteque T E S- e é conexa, e portanto deve

conter uma&vore T'. Do lemalV.1, asarestasde T'-T podem ser emparelhadas com as arestas

de T-T' de maneira que cada par defina uma troca admissivel em T. Entéo el T(€), onde € é

aarestaassociadaae.



O teorema seguinte (demonstrado em Fisher [94.8]), nos da uma troca admissivel para

T, incrementando o grau do depdsito de maneira que a proxima K-arvore obtida sgja minima.

TeoremalV.7: (Mehor trocaadmissivel)

A troca de menor custo exigida no teoremalV.5 corresponde a adicionarmos a aresta
(O, i) que minimiza G , e diminamos g, a, ou ai) conforme C,C, ou w S§a 0 maximo
respectivamente na expressao definindo G .
Prova:

Devemos mostrar que max{C,,C,,w} € o custo da maior arestaem T.({0,i}) (arestas
de T, ({0,i}) ndo incidentes ao né 0). Note que as arestas de T)({0,i}) contém S e as arestas

de T ndo incidentes a0 nd 0, que podem ser eliminadas sem a perda da conectividade. Sgja

T,(e), ssarestas de T ndo incidentes ao nd 0 que podem definir uma troca admissivel com e. Do

lemalV .4, temos
lfoit)= S E & Op g Og i
Teoi) = S EEE T(e5E £ T(9ET(01)
Aqui, C, é0 custo maximo associado aumaarestade S. Nenhumaaretade E T,(e)
els
poderater um custo superior a C, ou chegariamos a uma contradicdo jaque T € arvore geradora

minima (contidaem T, ). Findmente, C, e w, s80 0s custos maximos, associados a  alguma

arestade ESD T.(e) e T,({0,i}) respectivamente.
el

Para ilustrar esse resultado vejamos o seguinte exemplo onde temos uma 4-arvore com
grau 6 no deposito:

Supondo c,, =9 e g, =11 teremos.

C, =Cpx- max(583)=11-8=3
C, =Cx - max(58,7) =9- 8=1



69

Segue, do teorema IV.3.5 que a melhor subgtituicéo sera colocarmos (0,5) e retirarmos

a =(45) associadoac, =g,

@

Ci=max{3,5}=5; a=(3,4)
C2=max{4,8}=8; a=(4,5)
w(B)=7; a(5)=(5.6)

w(3)=3; a(3)=(2.3)

FiguralV.10: Incremento do Grau do Depdsito

Note que se adicionamos (0,i)T T, eretiramos ay por exemplo, ndo tornaremos o grafo
desconexojaque a1 T. Damesmaforma, se a, for retirado ndo teremos um grafo desconexo
pois a, = a(i*) pertence a caminho de i* a€ 0 em T (note que que i* ja esta conectado ao
depdsito por (0,i*)I S,). Assim, com a presenca das arestas (0,i*) e a, teremosaformacdo de
umdidoe a, poderaser eliminada sem destruir a conexidade de T, . Findmente, se diminamos

ai)l T, a0 acrescentarmos (0,i) continuamos com um grafo conexo com mais uma aresta

incidente a0 depdsito. A insercdo de (0, i) forma um ciclo e a(i) poderd ser retirada sem nenhum

problema.

Resumindo todos os passos descritos acima teremos o seguinte agoritmo:

PROCEDIMENTO: Incrementa-Grau;
Inicio

Repita
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- Utilizando T cdcular (i) p/ i=1,..n;
- Utilizandoj e T cdcular w, p/ i=1,..,n;
-Cdcedlar: ¢, e c,;
- Calcuar: § = ¢4 - max(C,.Co,w) P/ (0) T T;
- Adicionaem T, aaresta(0,i) associadaao minimode ¢, p/ (0i) | T,;
- Retira g, a, ou a(i) associado ao maximo de G, C, e w(i) respectivamente.
- Recalcular as arestas pertencentesa T | g, e S;;
- O:=q+1;
Atéque g=2K;
fim. { procedimento}

FiguralV.11: Procedimento increnta grau

Observe que apOs a troca das arestas, necessitamos reorganizar nossa K-arvore

determinando quais arestas pertencema 1| g, e S, respectivamente.

Como veremos na Secé0 seguinte, o procedimento incrementagrall poderd ser

implementado emo(n®) passos.

1VV.3.3 - Complexidade e Estruturas de Dados (K -arvore):

Todas as arestas do grafo sGo armazenadas em uma lista L de m arestas formada por 3
campos (dois campos ENDV1 e ENDV2 representando os extremos de uma aresta e outro
campo WEIGHT representando o custo desta aresta). Note que, no méximo teremos
m=n(n+1)/2 arestas nesta lista (grafo compl eto).

Como discutido anteriormente, devemos cacular uma K-avore minima inicid onde

Tc=TE § E §. O procedimento utilizado € uma variacdo do agoritmo de Kruskal[56] onde

se faz uma ordenacdo parcia das arestas do grafo. Através de trocas sucessivas, todas as arestas
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de L serdo armazenadas satisfazendo a estrutura de heap, de maneira que araiz contenha sempre
aaresta de menor custo do grafo.

Definimos uma nova lista TK com n+K componentes que ira armazenar nossa K-arvore
minimainicid. Teremos entéo n arestasem T (ja que nosso grafo € composto por n+1 vértices) e
K arestas pertencentes a § e § respectivamente. Apresentamos na figura 1V.12, a estrutura
utilizada,

Cada aresta retirada desse heap (lista L) devera ser trangportada (se possivel) para TK
até que n+K arestas tenham sido inseridas. A idéa € armazenar nossa avore T nas n posicoes

iniciaisde TK e as arestas pertencentesa § e S nas posigoes que variam entre n+1 e n+K. Este

procedimento ser& importante principamente no incremento do grau do depdsito onde o vetor W
(discutido na secéo anterior), e o vetor de predecessores J € calculado gpenas utilizando-se as

arestasde T, Situado nas n primeiras posicoes de TK.

Arestas do Grafo (Listal)

ENDVl ....................
ENDV2
WEIGHT| | | |
1 2 3 m
TK (K-arvore)
TKl ............
T2 | | e | ] e
== ) I T O
1 2 1
\ N\ n+k
\ \Y4
T S US

FiguralV.12: Listade Arestas

Toda aredta retirada do heap, serd adicionada a &vore geradora minima caso sua
inclusdo ndo forme um ciclo com as arestas de T j& sdlecionadas. Caso contr&rio, esta aresta
deve ser inserida nas posi¢oes correspondentes a S e S . Este procedimento é repetido até que

aavore T estgjacompleta
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Necessitamos O(m) passos para construcao do heap inicid e Olog m) passos para sua
reconstrucdo apés aretirada de cada aresta presente naraiz (Sydo et a.[83]). Se p arestas forem
pesquisadas até a obtencdo de TK, teremos uma complexidade total de O(m-+plog m) passos
para a determinacdo da K-arvore minima inicial. Podemos expressar essa complexidade em
funcdo do nimero de vértices fazendo p=0O(m)=0(n* (pior caso). Neste caso teremos
O(n? +2n’logn) , OU @nda O(n*logn) Passos para construcdo da K-avore minimainicid.

Note que, apés a construcdo de TK, temos n, = m-(n+K) = O(n? arestas na lista L
resultante (j& que m=0(n?)). Nos procedimentos decrementa-grau e incrementa-grau, fazemos
trocas entre as arestas de L (arestas ndo pertencentes a TK) e TK, audizando o grau do
depdsito. Serdo necessarios portanto, O(n®) pPassos (No pior caso) para executarmos cada uma
das trocas que atudizam o0 grau do depdsito. Assm, nos procedimentos decrementa-grau e
incrementa-grau, teremos O(n) trocas (no pior caso) até que se tenha grau 2K no deposito.
Segue entdo que a complexidade total serdade O(n®) iteragBes em ambos 0s casos.

Andisando-se os procedimentos cacula K-&vore minima inicid, decrementa-grau e
incrementa-grau separadamente, obtemos uma complexidade total de O(n®) passos na obtencéo
da K-avore minima com 2K arestas incidentes ao depdsito. Como discutido  anteriormente, o
custo associado a K-arvore minima ira contribuir na determinacéo de um limite inferior para o
vaor da solugéo Gtimado problema origina (roteamento).

Feitas as devidas considerages para a resolucdo darelaxacdo lagrangeana (obtencéo da

K-arvore minima), vejamos como identificar algumas das restrigdes violadas por esta solucéo:

V.4 - Geracao de Restricoes:
Trataremos agora da abordagem utilizada por Fisher[94.b] na solucdo do problema

lagrangeano.  Sgja X:ix/ x1 {0,1)'¥ defineumaKk - arvoree § X :ZKE- Como discutido
i

i=1
anteriormente (segcdo 1V.2), um limite inferior para z* (solugdo étima do problema origind) é

obtido resolvendo-se 0 seguinte problema lagrangeano:



73

n
. o _ ] []
z,(un)=mn g GCij Xj; +2Q U +29 Vsr(S 9
ijT E(Ny) i=1 Si N
sa. xI X
onde:
A A [o]
3 - c = - - -
ul A, ng®0 u =0 e C =¢-u-u- QVs
iTs,j1s
_ou
i1s, jis

Os vaores ul A (para i=1,..,n) eng3® 0 podem ser abitrados (usuamente

inicidizados em zero) e gugtados com a utilizacdo do método subgradiente. Como temos um
nimero muito grande de restricbes de capacidade, devemos nos restringir gpenas a um
subconjunto destas. Assim, restriges de capacidade serdo duaizadas apenas quando violadas
pela solugdo do problema lagrangeano corrente. Da mesma forma, restricbes de capacidade
podem ser descartadas quando seus multiplicadores associados se tornarem iguais a zero.
Fisher[94.b] entretanto, mantém explicitamente dudizadas, restricbes com multiplicadores nulos
durante um nimero pré-determinado de iteragbes do subgradiente.

Antes de tratarmos diretamente da geracéo do conjunto de restrigdes inicial, vgamos um
exemplo particular onde sfo atribuidos vaores aos multiplicadores u T A e ng 3 0, obtendo
z,(u*,n*) = z* naresolugdo do problema lagrangeano.

O seguinte exemplo gpresentado por Fisher[94.b], serve como motivagdo para sua
edratégia na determinacdo de um numero inicia de restricdes de eiminacdo de sub-rotas
candidatas adualizac@o.

Considere um problema de roteamento onde cada cliente i esta a uma distdncia d do
depésito, ¢; =|d, - d;|, " i,jT N; K=g0/lj= N{ e findmente, d; =1 para todo dliente |
em N (excepciondmente nesta secdo representaremos por HJ. a demanda do cliente j). Para

smplificar a notagfo, assumimos nb inteiro e d, £d, £...£d,. E fail ver que uma solugio

vidvel para este problema pode ser obtida atribuindo o veiculo 1 aos clientes 1,2,..,b; o veiculo 2
aos clientes b+1b+2...2b e assm sucessvamente até que o veiculo K sga atribuido aos

clientes n-b+1,...,n. O vdor da funcdo objetivo associado a esta solucdo sera
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Z= 2(db +d,, +..4d , + dn) . Parailugtrar essa Situagdo vejamos 0 seguinte exemplo onde

temos n=12, b=4 e consequentemente K=3 veiculos.

N\
o o o
A4 O I

d d2 d3 da ds ds ¥ de do dwo diz di2

O o
APl

FiguralV.13: Determinacdo do multiplicador es de L agrange (exemplo particular)

Note que, se temos apenas distancias euclideanas entre os clientes, todos esses clientes
dever&o estar em umamesmareta, jaque ¢, =|d - dj| * i,jT N!

Conddere agora a seguinte aribuicdo dada aos multiplicadores de Lagrange
ulAengdo:
u =0 parai=12..,n-1
U; = dn - dn-l;
=d,- d_,; para k=12..,n-1 onde S ={k..,n}
, " SI Ne StS (sendo|922)

I
o

Mostraremos que, com a atribuicio dada aos multiplicadores acima obtemos

z, (u*,n*) = z*. De fato, fazendo a subgtituicdo dos vaores u* e n* na fungdo lagrangeana

obtemos:

n-1 7 <
z,(U*,n*) = min | a Cx; t2(d,-d )+23 ngﬂ?(&%ﬁ (10)
(i,))1 E(No) k=1

sa xI X

Note entretanto que:
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— o .
Ci =G -U-U- aVs =0, " @{j)I N. (11)
II%L’JJISk

5,115,

ij

Parailustrar esse fato, vgjamos o seguinte exemplo onde temosi=3, j=6 n=6:

[—+— P —
0
Figura IV.14: Calculo de C_%j

Como definido acima, S éum conjuntoondeii S e j1 S.. Assm, teremos S ={k,..,6}
parak=4,5. Caculando ¢, e desenvolvendo (11) parao exemplo dafiguralV.13 temos:

Ceazde'da'us'ue'(d4'd3+d5'd4)

Fazendou, =0 e u, =d, - d, obtemos C,, =0 apos as devidas smplificagdes. Este
caso é facilmente extensivel ao caso gerd onde temosi e j pertencentes a N.

Generalizando o processo temos C; =0, i,jT N, segue que o custo associado a K -

arvore minima também sera nulo. Voltando aexpressdo (10) obtemos:

'y an+k- 19
z, (U, m*) = 2(d, - d, ) +23 (d, - d,_, ETE
k=1

_ i _4\énd PRY-ARE Y ) én+1- (n- Hip
= 2d, - d,,)+ 260 - )t (0, - d)FT el ;- o, )E T T

Efetuando o produto e reagrupando as parcelas obtemos:

an+1- ky
&€ b {

Qo

z (U*,rt) =2 gdk =2(d, +d,,+...+d, , +d,) = z*

=
Il
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O exemplo da figura V.13, ira sugerir a congtrucdo de uma heurigtica particular na
determinacdo de um conjunto de restricdes inicid. Observe no exemplo apresentado, que os
subconjuntos S eram “aninhados’ em torno do cliente mais afastado do depdsito. Para
reproduzir essa situacéo, Fisher[94.b] define um conjunto de m clientes semente s;,s,,...,s,, €
condroi um “aninhamento” de clientes em torno de cada uma destas sementes.

Em seu trabaho, Fisher[94.b] utiliza m=K+3, de maneira que os clientes semente
S,,S,,.-,S¢  representem os clientes mais distantes do deposito em cada uma das K rotas
geradas por uma solucdo heurigtica inicia. Os 3 clientes restantes sfo escolhidos um a um de ta

forma que, a distdncia entre os outros clientes e o depdsito sgja a maior possivel. Assm, e §

representa o conjunto de clientes semente escolhidos aé o momento, o proximo cliente s é

selecionado da seguinte forma:
‘l \
maxj min ,min c
sis % Cos i's Jﬂ%
Sgam i,i,,..,i,, 0s indices associados aos clientes (em ordem crescente de

proximidade) da semente s . Assm, o conjunto de restrigdes inicia associado a s corresponde
aos conjuntos:

{s.i}
{si,
{80}
{51,z 0s)
{s
{s

SHIN IR

|1,|2,|3,|}

No trabalho desenvolvido por Fisher[94.b] o nimero maximo de conjuntos utilizados

paracadasemente s éigual a60. Além disso, as restricdes associadas & partigoes acima, S8o



adicionadas afuncéo lagrangeana a medida que forem sendo violadas pelo solucéo do problema
relaxado (K-arvore minimac/ 2K arestas incidentes ao depdsito).
Isto ocorre apds as primeiras 50 iteragdes do méodo subgradiente. Como discutido
anteriormente, as restricdes de eiminacéo de sub-rotas sdo diminadas do conjunto ativo caso se
tenha 3 iteragbes consecutivas do subgradiente com multiplicadores nulos.

Note que Fisher utiliza um procedimento heuristico naidentificacdo de restrigdes violadas!
No capitulo VI, resolvemos de maneira exata o problema da identificacgo de sub-rotas violadas.
Como veremos, assim como em Fisher[94.b], trabahamos com um “pequeno” ndmero de
restrigdes dualizadas a cada iteracdo do subgradiente. Em nosso caso entretanto, permitimos que
um ndmero bem maior de restrigdes candidatas aduaizacéo sga utilizado (2" restrigdes). Isto ird
permitir a geracéo de limites inferiores melhores que os obtidos por Fisher[94.b] para o problema
de roteamento. Resultados computacionais comparando essas duas abordagens seréo

apresentados no capitulo I1X.

V.5 - Heuristicas L agrangeanas:

Facamos agora uma breve discussio acerca de dgumas das heurigticas lagrangeanas
utilizadas por Fisher[94.b].

Nas heurigticas lagrangeanas, solugBes vidveis sfo obtidas a cada iteracdo do méodo
subgradiente e podem ser implementadas utilizando-se, por exemplo, a solucdo do problema

lagrangeano X; ou os custos reduzidos T, . Fisher[94.b] propde a utilizagéo de 3 heuriticas

lagrangeanas digtintas. Testes computacionais entretanto, indicam que ndo ha predominancia de
nenhuma destas heuristicas em relacdo as outras.

Ao find de cada heurigtica faz-se uma busca locd na intencdo de se obter uma melhor
solucdo vidvel (menor custo). A busca locd pode ser redlizada em cada uma das K rotas
geradas através de uma das heurigticas lagrangeanas. Ao fina da heurigtica lagrangeana, Fisher
utiliza o dgoritmo 3-optima parabuscaloca (vide Lin & Kernigham[73]).

Apresentamos a seguir, uma das heuristicas apresentada em Fisher[94.b]. O

procedimento € iniciado selecionando-se o cliente mais proximo ao deposito. As disténcias neste
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Ccaso sao obtidas computando-se os custos lagrangeanos ¢; a cada iteracéo do subgradiente. Em

seguida, selecionamos um cliente que esteja mais préximo do Ultimo cliente ja sdecionado. O
processo € repetido até que ainclusdo de um novo cliente supere a capacidade do veiculo ou se
0 depdsito for selecionado como proximo vértice.

Note que para evitar a presenca de solugdes inviavels, ndo permitimos aligacéo do ultimo
cliente com o0 depdsito se a demanda atendida na rota (sendo congtruida) for inferior a

é_ d - (K- Db (onde d, éademandado cliente i e b a capacidade de cada veiculo). Caso

iTN
isto ocorra, os K-1 veiculos restantes ndo serdo suficientes para atender os clientes ainda néo
percorridos. Repetimos este procedimento gerando outras rotas até que todos os clientes tenham

Sido pesquisados.

Chamaremos de S, o conjunto de nés abertos ou ainda ndo percorridos. Um nd sera
fechado quando for atendido por algum veiculo. O conjunto de nés fechados sera representado
por S.

Rescrevendo os passos descritos acima temos o0 seguinte agoritmo:

PROCEDIMENTO: Heurigtica Lagrangeana;

Inicio
- custototal = 0;
- demrota = 0; { demanda parcia da rota pesquisada}
- Inicidmentetemos il S, " i1 N,; {S € 0 conjunto de nos abertos}
- base :=0;
- Repita

- Sdecionand i de Smais proximo dabase s/ exceder a capac. b e 5 permitir
solugdes inviaveis,

-Se it Oentdo
- demrota ;= demrota + dem[i];

- Colocamosi em S { vértices ja percorridos}
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-S:=S-{i}; { decrementamos abertos}
senéo
- demrota:=0;
- fim se-senéo;
- base :=1i;
- cudtotota := custototal + distancigbase, i];
-AtéqueS= £

fim.

FiguralV.15: Heurigtica Lagrangeana

Note no dgoritmo que definimos 2 conjuntos de nés abertos e fechados (S e S
respectivamente). Inicidmente todos os nés (clientes) pertencem a S. Sempre que um novo
cliente for percorrido, este n6 sera fechado. Nunca colocamos o depdsito em S ja que devemos
percorré-lo sempre que uma nova rota for fechada.

Note que nem sempre € possivel a determinacdo exata das K rotas (como desgjado).
Podemos eventuadmente obter solugBes vidveis com um ndmero maor de veiculos. A
determinacdo  de uma solucdo viavel para o problema de roteamento de veiculos com
exatamente K rotas, definidas a priori, € um problema NP-completo. Trata-se na verdade, de
uma variagdo do problema de bin packing (Garey & Johnson [79]). Desta forma, a solugéo
produzida pela heuristica, em uma dada iteracdo do subgradiente, devera ser descartada caso
n&o se tenha exatamente as K rotas desgjadas.

Na outra heuristica apresentada por Fisher[94.b], ele considera apenas aquelas iteraces
cujarelaxacdo lagrangeana correspondente contenha exatamente K componentes conexas apés a
eliminacdo das arestas incidentes ao depdsito. Se C,,C,, ..,C, é 0 conjunto de clientes em cada
uma destas componentes, a obtencdo de K rotas viavels parciais, € redlizada tomando-se cada k

com d(C, )>b. Elimina-se em seguida, os clientes por ordem de proximidade do depdsito até

qued(C, )EDb.



Em uma terceira heurigtica, apresentada por Fisher, tentarse utilizar 0 maior nimero
possivel de arestas da solucao lagrangeana. Sga X;; , as arestas presentes na solugdo lagrangeana
em uma dada iteracdo. Escolhe-se o cliente i, mais distante do depdsito e seleciona-se a menor
aeda (i,,i,) tdque X, =1 e d; +d_£b Note que en um dado momento do agoritmo
teremos uma rota pacia i,i,,...,i, paa um veiculo e de mandra que
X, =%, =--=%_,; =1.Nestemomento, escolhe-se amenor arestaligando algum cliente ao
cdientei, ou i, eta que X ; =1 ou X, =1 e d({i,i,,...,i,}) £ b. Quando nenhuma aresta
puder ser encontrada e que satisfaca as condigdes exigidas, selecionamos um cliente ainda néo
pesquisado e que esteja mais distante do depdsito. Repetimos o processo gerando rotas parciais

até que K rotas tenham sido obtidas.



