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Resumo O quebra-cabega chinés das argolas consiste em um conjunto
de fixo de argolas presas caprichosamente a uma haste fixa de metal.
Obedecendo-se a um conjunto de regras bem definidas, o objetivo é deter-
minar a sequéncia correta de insercoes e remocoes das argolas de maneira
que todas as argolas presas a haste de metal sejam retiradas. Apesar de
aparentemente complicado, a manipulacao das argolas pode ser represen-
tada convenientemente através de uma sequéncia de digitos binarios 0-1
correspondendo, respectivamente, aos movimentos de remogao e insergao
das argolas. Neste trabalho, estudamos um procedimento recursivo para
a resolugdo deste problema e calculamos o total de movimentos em funcéo
da quantidade de argolas. Veremos que este interessante quebra-cabecga
representa uma situacao particular dos Cédigos de Gray, conhecido na
literatura por suas importantes aplicacoes em cédigos corretores de er-
ros, compressao de dados, processamento de imagens, entre outras.

Palavras Chaves: Anéis de Cardano, Recursividade, Inducao, Cédigos
de Gray.

1 Introdugao

O quebra-cabega chinés das argolas também conhecido como o problema dos
anéis de Cardano foi trazido a FEuropa no século XVI quando Girolamo Car-
dano o apresentou pela primeira vez em seu livro De Subtilitate, publicado em
1550. Conta a lenda que ele foi desenvolvido por um general chinés que o deu
de presente a sua esposa para ocupa-la enquanto ele estivesse fora em combate.
O quebra-cabega consiste em um conjunto de fixo de argolas presas caprichosa-
mente & uma haste fixa de metal. Obedecendo-se a um conjunto de regras bem
definidas, o objetivo é determinar a sequéncia correta de insercoes e remocoes das
argolas de maneira que todas as argolas presas & haste de metal sejam retiradas
(veja as Figuras (1.a) e (1.b)).

O quebra-cabega chinés das argolas pode ser resolvido através de um pro-
cedimento recursivo e se enquadra na mesma categoria de um outro famoso
quebra-cabeca conhecido como Torres de Handi, criado por Edouard Lucas em
1883 [2]. Assim, como o problema das Torres de Handi, o niimero de movimentos
(insergdes e remogdes) no quebra-cabega chinés das argolas cresce exponencial-
mente com o nimero de argolas. No caso de um conjunto com n = 7 argolas,



serao necessarios 85 movimentos para a separagao completa da haste de metal
do conjunto de argolas. Se n = 8 este numero sobe para 170. Para n = 9 ele
sobe para 341, e assim sucessivamente. Uma questao interessante é determi-
nar o numero total de movimentos em fungao do nimero n de argolas. Pode-
se mostrar, por exemplo, que para n = 65 esse nimero sobe para espantosos
18.446.744.073.709.551.616 movimentos! Como discutido em [11], assumindo-se
que haja uma pessoa bastante habilidosa e que seja capaz de executar um movi-
mento por segundo, seriam necessarios, pelo menos, 56 bilhoes de anos para
resolvé-lo completamente, ou seja, quase 4 vezes a idade estimada do universo
que é de aproximadamente 13 bilhoes de anos! Infelizmente, a lenda nao relata
com quantas argolas era composto o primeiro quebra-cabecga, e portanto, nao
podemos determinar exatamente o quao dificil era a tarefa a ser confrontada
pela esposa do general chinés...

Apesar de aparentemente complicado, a manipulacao das argolas pode ser
representada convenientemente através de uma sequéncia de digitos binarios 0-
1 correspondendo, respectivamente, aos movimentos de remocao e insercao das
argolas. A solucdo do quebra-cabega estd intimamente ligada aos Cddigos de
Gray introduzida na década de 1930 pelo engenheiro Frank Gray. Em um cédigo
de Gray bindrio, sequéncias consecutivas diferem apenas em um unico bit. Esse
tipo de comportamento estd presente também no quebra-cabeca chinés das ar-
golas, j4 que as regras existentes para movimentacdo das argolas (discutidas
mais adiante) impedem que duas ou mais argolas sejam inseridas ou removi-
das simultaneamente. Os codigos de Gray podem ser encontrados em intimeras
aplicagOes importantes, como na compressao de dados [8,4], processamento de
sinais 7], estrutura de dados [6], entre outras. Finalmente, para uma leitura mais
geral dedicada a discussao e solugao deste e outros quebra-cabecas interessantes
consulte o livro de R. Ball [1].

2 Resolvendo o quebra-cabeca

No quebra-cabega chinés das argolas, a compreensao dos movimentos de insercao
e retirada das argolas é razoavelmente complicada, mesmo para quem possa
manipuld-lo efetivamente! Vocé podera construir facilmente um quebra-cabega
(como nas Figuras (1.a) e (1.b)) dispondo-se apenas de um fio de arame e pedagos
de madeira. Tente construir um e divirta-se! Uma outra alternativa bastante sim-
ples e que possibilita uma compreensao rapida do problema é através de uma rep-
resentacao bindria conveniente. Assim, na sequéncia bindria s = (0,1,0,0,0,0,1)
apenas a primeira e anti-peniltima argolas (da direita para a esquerda) estarao
presas & haste de metal. Em Megalakaki e Tijus [10], os autores discutem alguns
aspectos interessantes envolvidos no processo de aprendizado a partir de uma
representagao matematica conveniente.

As Figuras Figuras 1.a e 1.b ilustram as sequéncias inicial e final, respecti-
vamente. Partindo-se da sequéncia inicial, os movimentos de insergao e remocao
das argolas deverao obedecer as seguintes regras:



(a) Configuragéo Inicial (b) Configuragdo final

Figural. (a) Configuracdo inicial com n = 7 argolas s; = (1,1,1,1,1,1,1).
(b)Configuracao final com n = 7 argolas sy = (0,0,0,0,0,0,0).

1. A argola 1 (primeira argola) pode ser inserida ou retirada a qualquer mo-
mento;

2. Partindo-se da direita para a esquerda, pode-se inserir ou retirar a segunda
argola logo apds primeira argola presa a haste de metal,

Para melhor exemplificar as regras 1 e 2 acima, considere a seguinte sequéncia
arbitrdria com 7 argolas: s = (0,1,1,1,0,0,0). Quais os préximos movimentos
a serem executados? Da regra 1, conclui-se que s’ = (0,1,1,1,0,0,1), ou seja,
a primeira argola é inserida. Da regra 2, conclui-se que s” = (0,1,0,1,0,0,0),
ou seja, a segunda argola logo apds a primeira argola presa a haste de metal é
retirada (sempre olhando-se da direita para a esquerda).

Portanto, dado um quebra-cabega com n argolas, todos presas a haste de
metal, o procedimento recursivo RETTRA(n) a seguir exibe a sequéncia de movi-
mentos necessarios para a remogao completa das n argolas. Como movimentos
de insercao de argolas também deverao ser executados de maneira combinada,
constréi-se um segundo procedimento INSERFE(n), representando a inserc¢ao de
n argolas. Um estudo mais detalhado de rotinas combinadas, ou co-rotinas pode
ser encontrado em [5]. Quando uma co-rotina A evoca uma outra co-rotina B,
a acdo de A é suspensa temporariamente até que a agao requisitada em B seja
concluida.

No exemplo a seguir, sao representados todos os movimentos necessarios para
a remogao completa de um conjunto com n = 5 argolas. Veja o procedimento
RETIRA(n).

— Passo 7: Retira n — 2 argolas
so = (1,1,1,1,1), s = (1,1,1,1,0), s = (1,1,0,1,0), s3 = (1,1,0,1,1),
s4 =(1,1,0,0,1), s5 = (1,1,0,0,0);

— Passo 8: Retira n-ésima argola:
s¢ = (0,1,0,0,0);



Procedimento 1 : RETIRA(n)

se n =1 entao
Remove a primeira argola;
: fim se

se n = 2 entao
Remove a segunda e a primeira argolas (nesta ordem);
se nao
RETIRA(n — 2);
Remove n-ésima argola,
INSERE(n — 2);
10:  RETIRA(n — 1);
11: fim se

©

Procedimento 2 : INSERE(n)

1: se n =1 entao

2 Insire a primeira argola;

3: fim se

4: se n = 2 entao

5.  Insire a primeira e seqgunda argolas (nesta ordem);
6: se nao

7:  INSERE(n —1);

8 RETIRA(n — 2);

9 Insire a n-ésima argola,
10 INSERE(n — 2);

11: fim se

— Passo 9: Insere n — 2 argolas:
ST = (071507051)7 58 = (051705171)5 S9 = (051705170); S10 = (051715170)5
S11 — (0, 1, 1, 1, 1);

— Passo 10: Retira n — 1 argolas:

S12 = (0, 1, 1,0, 1), S13 = (0, 1, 1,0,0), S14 — (0,07 1,0,0), S15 — (0,07 1,0, 1),
S16 = (0507 1) 17 1)) S17 = (0507 1) 170)5 518 = (050705 170); 519 = (050705 17 1))
S20 — (0,0,0,07 1), S21 — (0,0,0,0,0);

No passo 7 do procedimento RETIRA(n — 2), sdo descritos todos os movi-
mentos para a retirada completa das 3 primeiras argolas (sempre da direita para
a esquerda). Em seguida a n-ésima argola é removida no passo 8 (argola 5). No
passo 9 sao inseridas novamente as primeiras 3 argolas. Finalmente, no passo
10 (procedimento RETTRA(n — 1)), sdo descritos todos os movimentos para a
retirada completa das 4 argolas restantes. Cada uma das etapas 7,9 e 10 é execu-
tada recursivamente. Note que serao necessarios 21 movimentos para a retirada
completa das 5 argolas (sequéncia sa1).



3 Calculando o total de movimentos

Considere T7(n) e Tr(n), respectivamente, o ntimero total de movimentos para a
insergao e remocao de n argolas como descrito nos procedimentos (ou co-rotinas)
1 e 2 acima. Do procedimento RETIRA (n), é facil ver que o total de movimentos
para a retirada completa das n argolas, denotado por Tr(n), pode ser expresso
pela seguinte relacao de recorréncia:

Tr(0)=0
Tr(1l) =1
Tr(n)=Tr(n—1)+Tr(n—2)+Tr(n —2)+1,Yn > 2. (1)

Analogamente, do procedimento INSERE(n) acima, o total de movimentos
T;(n) para insergao de n argolas pode ser expresso por:

Tr(0)=0
Ti(1)=1
Ti(n)=Tr(n—1)+Tiin—2)+Tr(n —2)+1,Yn>2. (2)

Note que os valores T7(n) e Tr(n) acima serao idénticos. Isto pode ser con-
statado facilmente executando-se toda a sequéncia de movimentos de retirada
das n argolas no sentido inverso. Formalmente, ao subtrair a expressao (2) de (1)
obtém-se que: Tr(n) —Tr(n) =Tr(n—1)=Ti(n—1) =Tr(n—2)—-Ti(n—2) =
...=Tr(1)-T7(1) = 1-1 =0, e portanto, Tr(n) = T7(n),Vn > 1. Desta forma,
fazendo T'(n) = Tr(n) = Tr(n) chega-se & seguinte uma relagdo de recorréncia
para o nimero total de movimentos (insergoes/remogoes):

T(0)=0 (3)
T(1) =1 (4)
Tn)=Tn-1)+2T(n—2)+1,Yn>2. (5)

A tabela seguinte ilustra o total de movimentos para diferentes valores de n.
Eles podem ser obtidos substituindo-se simplesmente os diferentes valores de n
na relagao de recorréncia (5) acima:

T(0) =0

T(1) =1

T(2) =T(1) +27(0) +1=2
T3)=T(2)+2T(1)+1=5
T(4)=T(3)+2T(2)+1=10
T(5) =T(4)+2T(3) +1=21



T(6) =T(5) + 2T (4) + 1 = 42
T(7) =T(6) +2T(5) +1 =285
T(8) = T(7) + 2T(6) + 1 = 170
T(9) = T(8) + 2T(7) + 1 = 341

Ao desenvolver a relagdo de recorréncia (5) acima, apesar de factivel, fica
dificil estabelecer diretamente uma unica lei de formagao que seja valida para
todo inteiro n positivo (tente fazé-lo como exercicio!). Entretanto, observando-se
mais atentamente o total de movimentos em funcao de n, pode-se determinar
duas relagoes de recorréncia distintas para n par e impar separadamente. Dessa
forma, pode-se chegar naturalmente & seguinte conjectura:

T0)=0 (6)
T(n)=2T(n—1)+1, para n impar (7)
T(n)=2T(n-1), para n par. (8)

Para provar que as recorréncias (7) e (8) sdo validas para todo inteiro posi-
tivo n basta que se construa uma prova por indugao dividindo-a em n par e n
impar, respectivamente. Considere entao a seguinte prova:

Prova por indugao: Inicialmente, é facil ver por inspecao que T'(0) =0 e
T (1) = 1 na base da indugao.

Para provar que as recorréncias (7) e (8) sdo verdadeiras para todo n {impar e
par, respectivamente, assume-se primeiramente que (7) e (8) sejam verdadeiras
para n — 1. Dessa forma, para n > 2 pode-se afirmar que:

Tn—1)=2T(n—2)+1, para n—1 impar 9)
T(n—1)=2T(n-2), para n—1 par. (10)

Note agora da igualdade (5) acima que:

Tn)=Tmn—-1)+2T(n—2)+1,Yn>2.

Assim, se n é impar (e portanto n—1 é par), conclui-se apds a substituicao de
(10) em (5) e da base da indugao (pois T'(1) = 1) que T'(n) = 2T (n—1)+1, para
todo n {mpar. Analogamente, para n par (e portanto n — 1 {mpar), conclui-se
apds a substituigao de (9) em (5) e da base da indugao (pois T(0) = 0) que
T(n) =2T(n — 1) para todo n par, o que completa a prova por indugao. ]

Analogamente, o cdlculo do total de movimentos de inser¢ao ou remocao de
n argolas pode ser feito para n par e impar, separadamente. Assim:



1° Caso: (n par). Inicialmente de (6) e (8) tem-se, respectivamente, T'(0) =
0eT(n) =2T(n—1) para n par. Substituindo-se agora T'(n — 1) = 2T'(n—2) 41
na recorréncia (8) (pois n — 1 é impar), conclui-se que: T'(n) = 2(2T(n —2) + 1).
Assim, para n par, tem-se a seguinte relagao de recorréncia descrita apenas em
funcao de valores pares:

T(0) =0, base da recurs&o
T(n) =4T(n —2) + 2, para todo n > 2. (11)
Agora, desenvolvendo (11) obtém-se:
T(n) =4(4T(n—4)+2)+2=4T(n—4) +24+2 =
T(n) =4*(4T(n — 6) +2) +2.4+2=43T(n — 6) +2.4> + 2.4 + 2. (12)

Apés k passos chega-se a:

T(n) =4*T(n —2k) +2) 4 (13)

k—1 k—1
T(n)=45T(0)+2> 4"'=2) 4" (14)
=0 =0

Multiplicando-se agora ambos os lados da igualdade (14) por (4—1) obtém-se
facilmente que 3T (n) = 2(4% — 1) (verifique!'). Como k = %, chega-se finalmente
a expressao desejada:

T(n):2<433_1) :2(2”3—1) :>T(n)=2nHT_2, (15)

para n par.

2° Caso: (n impar). Analogamente, de (6) e ( ) tem-se T(0) =0e T(n) =
2T(n — 1) + 1 para n fmpar, e portanto, T(1) = 1 para n = 1. Agora, apds a
substituicdo de T'(n — 1) = 2T (n — 2) em (7) (p01s n — 1 é par), conclui-se que:
T(n) = 2(2T(n — 2)) + 1, para todo n impar maior ou igual que 3. Portanto:

T(1) =1, base da recurséo

T(n) =4T(n —2) + 1, para n impar maior ou igual que 3 (16)

! De maneira geral, para se resolver a série S = Yoo a® para a > 1, basta multiplicar
ambos os lados desta igualdade por a — 1.



Desenvolvendo-se esta recorréncia:

T(n)=4(4Tn—4)+ 1) +1=4T(n—4) +4+1 =
T(n)=4*4T(n—6)+1)+4+1=43T(n—6)+4>*+4+1.  (17)

Apoés k passos obtém-se:

k—1
T(n) =4*T(n —2k) + ) 4 (18)

=0

Ao final do processo espera-se que n — 2k = 1 (base da recursdo). Assim:

k—1 k
T(n)=4T(1)+ > 4= 4" (19)
=0 =0

Multiplicando-se ambos os lados da igualdade por (4—1) tem-se que 3T (n) =

4%+1 1. Como k = 2L (j4 que n — 2k = 1) conclui-se finalmente que:
4k+1 -1 22k+2 -1 2n+1 -1
T(n)= o = T = T) = ———, (20)

para todo n impar.

Uma vez concluida a andlise n par e impar separadamente, pode-se determi-
nar facilmente a seguinte férmula geral:

T(n)= 3 2 , para todo n > 0.

gn+l _ g 4 ((—1)"“4—1)

4 Cbdigos de Gray

O quebra-cabeca chinés das argolas pode ser visto como caso particular de uma
teria mais geral denominada Cédigos de Gray. Em um cédigo de Gray binario
com n bits, sao geradas todas as 2™ sequéncias possiveis com n bits de maneira
que duas sequéncias consecutivas diferem apenas em um unico bit.

Considere novamente o quebra-cabeca como descrito anteriormente junta-
mente com a sequéncia inicial s; = (1,0,...,0) com n bits. Neste caso, apenas
a n-ésima argola (ou ultima argola) esta presa a haste de metal. Note que para
a separacao completa da haste de metal do conjunto de argolas serd necessario
que se insira novamente as primeiras n — 1 argolas (a retirada direta da n-ésima
argola nao é possivel por violar as regras 1 e 2 descritas acima, vide Secao 2).



Isto pode ser implementado simplesmente através da execugao dos procedimen-
tos INSERE(n — 1) seguido do procedimento RETIRA(n) como acima. Desta
forma, o nimero total de movimentos para n par serd expresso por:

2 —1 vt 2
T(n)="—F—+=—F5—=2"-1 (21)

Da mesma forma, para n impar obtém-se:

on 9 ntl
T(n)=~5—+—5—=2"-1 (22)

Portanto, partindo-se de s; = (1,0, ...,0), seriam necessérios T'(n) = 2" — 1
movimentos para a separagao completa da haste de metal do conjunto de n > 1
argolas. A Tabela 1 ilustra uma sequéncia completa de movimentos (representada
de trds para a frente) juntamente com a representagao decimal e bindria para
um exemplo com n = 4 bits. Note que todas as 2™ sequéncias sao geradas neste
caso. Ao contrario da representagao bindria, nos cédigos de Gray duas sequéncias
consecutivas sempre diferem em um unico bit. Isto ocorre mesmo para a primeira
e a ultima sequéncia da cadeia, sequéncias sop = (0,0,0,0) e s15 = (1,0,0,0)
respectivamente.

Tabela 1. Comparagdo entre a representagdo decimal, bindria e cédigo de Gray para
todas as sequéncias com 4 digitos

Decimal|cédigo bindrio|cédigo de Gray
00 0000 0000
01 0001 0001
02 0010 0011
03 0011 0010
04 0100 0110
05 0101 0111
06 0110 0101
07 0111 0100
08 1000 1100
09 1001 1101
10 1010 1111
11 1011 1110
12 1100 1010
13 1101 1011
14 1110 1001
15 1111 1000

Uma questao interessante é a conversao da representagao binaria para cédigo
de Gray e vice-versa (tente fazé-lo como exercicio!). Um estudo mais detalhado



envolvendo codigos de Gray foge ao escopo deste trabalho. Entretanto, para
aqueles leitores interessados, aplicagoes e demais questoes envolvendo codigos de
Gray podem ser encontradas em [3,5,9].
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