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RECAPITULANDO:
ARVORES BINARIAS DE BUSCA

Apresentam uma relagdo de ordem

A ordem é definida pela chave

inserir
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PROBLEMAS COM ARVORE BINARIA DE BUSCA
(ABB)

Desbalanceamento progressivo

Exemplo:
Inser¢do: 24, 27,13, 10, 56, 15, 30




PROBLEMAS COM ABB

Desbalanceamento progressivo

Exemplo:
Inser¢do: 13, 10, 15, 24, 27, 30, 56
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PROBLEMAS COM ABB

Desbalanceamento progressivo

Exemplo:
insercdo: 1, 13, 24, 27, 56
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CONSEQUENCIA

Buscas ficam mais custosas

INSTITUTO DE COMPUTAGAO - UFF 7



BALANCEAMENTO DE ARVORES

Distribuicdo equilibrada dos nés

Obijetivo:
Otimizar as operagdes de consulta
Diminuir o nimero médio de comparagdes
Distribuicdo
Uniforme
arvore balanceada por altura (disténcia entre as alturas dos nodos ndo deve exceder um determinado valor)

Ndo uniforme

chaves mais solicitadas mais perto da raiz
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POR FREQUENCIA X POR ALTURA

Splay AVL, Rubro-Negras

Noés mais acessados ficam perto da raiz Diferenca das alturas das subdrvores

800

ndo excedem um determinado valor



ARVORES AVL
ADELSON-VELSKII E LANDIS (1962)

Uma darvore bindria de busca (ABB) é uma AVL quando,
para qualquer um de seus nds, a diferenca entre as
alturas de suas subarvore direita e esquerda
é no maximo 1.




EXERCICIO

Verifique quais das ABB sdo AVL



| RESPOSTA iforencesontreatbures
dwymbd‘rvorezye’/z

AVL ABB
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FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

Fator de Balanceamento: diferenca entre altura da subdrvore direita e esquerda

FB(n) = altura(n->dir) — altura(n->esq)



FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

Fator de Balanceamento: diferenca entre altura da subdrvore direita e esquerda

FB(n) = altura(n->dir) — altura(n->esq)




FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

Fator de Balanceamento: diferenca entre altura da subdrvore direita e esquerda

FB(n) = altura(n->dir) — altura(n->esq)




FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

Fator de Balanceamento: diferenca entre altura da subdrvore direita e esquerda

FB(n) = altura(n->dir) — altura(n->esq)




FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

Fator de Balanceamento: diferenca entre altura da subdrvore direita e esquerda

FB(n) = altura(n->dir) — altura(n->esq)




' FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

Fator de Balanceamento: diferenca entre altura da subdrvore direita e esquerda

FB(n) = altura(n->dir) — altura(n->esq)

Diferenca entre altuwras
dowwbamvor%/ezz (FB = +2) /!

]
—
e am o -



FATOR DE BALANCEAMENTO (FB)

FB precisa ser -1, 0 ou +1 em todos os nés da drvore para que drvore seja AVL.

Diferenca entre altuwras
dowwbamvor%/ezz (FB = +2) /!

—
—
e am o -



EXERCICIO

Verifique quais das ABB sdo AVL, calculando o FB de cada né:




RESPOSTA

Verifique quais das ABB sdo AVL, calculando o FB de cada né:

Diferenca entre altuwras
das subdrvores é 2
I
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OPERACOES

Inser¢dio e Exclusdo devem preservar as propriedades da AVL




 INSERGAO




 INSERGAO




INSERCAO




OPERACOES

Quando uma insergdo ou exclusdo faz com que a drvore perca as propriedades de
drvore AVL, deve-se realizar uma operacdo de reestruturagdo chamada Rotacdo

Rotacdo preserva a ordem das chaves, de modo que a drvore resultante € uma
drvore bindria de busca vdlida e é uma drvore AVL vdlida
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BALANCEAMENTO DE ARVORES AVL POR
ROTACAO

Rotagdio Simples
Direita

Esquerda

Rotagdo Dupla
Direita (esquerda-direita)

Esquerda (direita-esquerda)



ROTACAO DIREITA

N6 p é a raiz de transformacao
(n6 que ficou desregulado)

O O
ol L > Yo
/N /2 fo\ S\

T1, T2, e T3 sao subarvores
(vazias ou nao)




ROTACAO ESQUERDA

N6 p é a raiz de transformacao
(n6 que ficou desregulado)

Rotacao
l H Esquerda de p G 2

T1, T2, e T3 sao subarvores
(vazias ou nao)




ROTACAO DUPLA DIREITA (ESQUERDA-DIREITA)

N6 p é a raiz de transformacao

G (n6 que ficou desregulado) Q
Rotacao
Dupla Direita de

A T3 T1, T2, T3 e T4 sdao subarvores
(vazias ou nao)



ROTACAO DUPLA DIREITA
(ESQUERDA-DIREILTA)

0 Rotacao
Esquerda
emu
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ROTACAO DUPLA ESQUERDA (DIREITA-ESQUERDA)

N6 p é a raiz de transformacao
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' ROTACAO DUPLA ESQUERDA
(DIREITA ESQUERDA)

Rotacao
Direita
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INSERCAO DE NOS EM ARVORES AVL

Percorrer a drvore verificando se a chave j& existe ou ndo
Em caso positivo, encerrar a tentativa de insergdo

Caso contrdrio, a busca encontra o local correto de inser¢dio do novo né

Verificar se a inclusdo tornard a drvore desbalanceada

Em caso negativo, o processo termina

Caso contrdrio, efetuar o balanceamento da arvore
Descobrir qual a operacdo de rotagdo a ser executada

Executar a rotagdo
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QUANDO APLICAR?

Fator de Balanceamento FB = h(subarv-direita) — h(subarv-esquerda)

Se FB positivo (subdrvore da direita é maior):
rotagdes a esquerda

Se FB negativo (subdrvore da esquerda é maior)

rotagdes a direita
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QUANDO APLICAR?

No com FB = -2 e filho com FB = -1 ou O:

rotagéo do né com FB = -2 p/ direita

No com FB = +2 e filho com FB = +1 ou O:

rotagéo do né com FB = +2 p/ esquerda

N6 com FB = -2 e filho com FB = +1:
rotagéo do né com FB = +1 p/ esquerdaq, e

rotagéo do né com FB = -2 p/ direita

N6 com FB = +2 e filho com FB = -1:
rotagéo do né com FB = -1 p/ direitq, e

rotagéo do né com FB = +2 p/ esquerda
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QUANDO APLICAR?

No com FB = -2 e filho com FB = -1 ou O:

* rotagdo do né com FB = -2 p/ direita

No com FB = +2 e filho com FB = +1 ou O:

* rotagéo do né com FB = +2 p/ esquerda Mesmo sinal: rotagdo simples

N6 com FB = -2 e filho com FB = +1:
* rotagéo do né com FB = +1 p/ esquerdq, e

* rotagdo do né com FB = -2 p/ direita

N6 com FB = +2 e filho com FB = -1:
* rotagdo do né com FB = -1 p/ direitq, e

* rotagéo do né com FB = +2 p/ esquerda Sinais opostos: rotagcdo dupla
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ROTACAO SIMPLES DIREITA

No com FB = -2 e filho com FB = -1 ou O:

rotagéo do né com FB = -2 p/ direita



ROTACAO DIREITA

N6 p é a raiz de transformacao
(n6 que ficou desregulado)

O O
ol L > Yo
/N /2 fo\ S\

T1, T2, T3 e T4 sao subarvores
(vazias ou nao)




EXEMPLO 1: ROTACAO DIREITA
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EXEMPLO 1: ROTACAO DIREITA

No com FB = -2 e filho com FB = -1
ou 0

ROTACAO DIREITA




EXEMPLO 1: ROTACAO DIREITA @ A 5= A &
T1 12 A A

N6 p é araiz de
transformacao
(n6é que ficou




(p)
EXEMPLO 1: ROTACKO DIREITA

Rotacao >
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(p)
EXEMPLO 1: ROTACKO DIREITA

INSTITUTO DE COMPUTACAD - UFF 44



EXEMPLO 2: INSERIR 4




(p)
EXEMPLO 2: ROTACKO DIREITA
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Rotacao
(W As LNV N ()

T1 T2 A T3

IMPLEMENTAgAO
ROTACAO DIREITA

/* representacdo dos nés de Arvore ALV */
typedef struct pNoA {

TInfo info;

struct pNoA* esqg;

struct pNoA* dir;
} pPNOA;

pNodoA* rotacao_direita (pNoA* p) {
pNOA *u;
u = p->esqg;
p->esq = u->dir;
u->dir = p;
p = us
return p;

INSTITUTO DE COMPUTAGAO - UFF 47



ROTACAO SIMPLES ESQUERDA

No com FB = +2 e filho com FB = +1 ou O:

rotagéo do né com FB = +2 p/ esquerda



ROTACAO ESQUERDA

N6 p é a raiz de transformacao
(n6 que ficou desregulado)

Rotacao
l H Esquerda de p G 2

T1, T2, T3 e T4 sao subarvores
(vazias ou nao)




EXEMPLO 1: ROTACAO ESQUERDA
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EXEMPLO 1: ROTACAO ESQUERDA

N6 com FB = +2 e filho com FB =
+10u0

ROTACAO ESQUERDA




EXEMPLO 1- A T
ROTACAO ESQUERDA A A K2

INSTITUTO DE COMPUTACAO - UFF 52



EXEMPLO 2: INSERIR 90

() *




EXEMPLO 2: A B
ROTACRO ESQUERDA KA A2
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O ©
IMPLEMENTACRO A T S A
ROTACKO ESQUERDA. A& A A 2

/* representacdo dos nés de Arvore ALV */
typedef struct pNoA {

TInfo info;

struct pNoA* esqg;

struct pNoA* dir;
} pPNOA;

pNodoA* rotacao_esquerda (pNodoA *p) {
pNodoA *z;
z = p->dir;
p->dir = z->esqg;
z->esq = p;
p =z
return p;
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ROTACAO DUPLA DIREITA
(ESQUERDA-DIREITA)

No com FB = -2 e filho com FB = +1:

rotagéo do né com FB = +1 p/ esquerdq, e

rotagéo do né com FB = -2 p/ direita



ROTACAO DUPLA DIREITA
(ESQUERDA-DIREILTA)

0 Rotacao
Esquerda
emu
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EXEMPLO 1: ROTACAO DUPLA DIREITA
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EXEMPLO 1: ROTACAO
DUPLA DIREITA
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) ol
EXEMPLO 1: ROTACAD & A
DUPLA DIREITA AA"
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) ol
EXEMPLO 1: ROTACAD & A
DUPLA DIREITA AA"
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) ol
EXEMPLO 1: ROTACAD & A
DUPLA DIREITA AA"




EXEMPLO 2: INSERIR 34




EXEMPLO 2: ROTACAO
DUPLA DIREITA
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EXEMPLO 2: ROTACRD o 25
DUPLA DIREITA A &

Rotacao -2 Rotacao
Esquerda Direita
em u em p




o (o)t 1ot o o
IMPLEMENTACRO S E) 2
ROTACAO DUPLA DIREITA. A& & AAAA

/2\ 13

pNoA* rotacao dupla direita (pNoA* p) {
rotacao esquerda (p->esq) ;
rotacao direita (p);

return p;



ROTACAO DUPLA ESQUERDA
(DIREITA-ESQUERDA)

N6 com FB = +2 e filho com FB = -1:
rotagéo do né com FB = -1 p/ direitq, e

rotagéo do né com FB = +2 p/ esquerda
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' ROTACAO DUPLA ESQUERDA
(DIREITA ESQUERDA)

Rotacao
Direita
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EXEMPLO 1: ROTACAO DUPLA ESQUERDA
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EXEMPLO 1: ROTACAO
DUPLA ESQUERDA
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. 9 N Q
EXEMPLO 1: ROTACRD £ R [F)4 &
DUPLA ESQUERDA AV £ 'Kr4A
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EXEMPLO 1: ROTACAO
DUPLA ESQUERDA
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IMPLEMENTAQAO
ROTACAO DUPLA ESQUERDA

pNoA rotacao dupla esquerda (pNoA *p) {

rotacao direita(p->dir);
rotacao esquerda (p) ;

return p;



EXERCICIO

Inserir nés com as seguintes chaves em uma drvore AVL, refazendo a drvore quando
houver rotagdo e anotando as rotagoes realizadas:
50, 40, 30, 45, 47, 55, 56, 1, 2, 3, 49
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INSERCAO DE NOS EM ARVORES AVL:
ALGUNS PROBLEMAS

Como saber se a arvore estd balanceada?

Ll Ll Ll r ll ,,
Verificando se existe um né “desregulado

Como saber se um né estd desregulado?

Determina-se as alturas de suas sub-Arvores e subtrai-se uma da outra
Procedimento muito lento!

Como ser mais eficiente?

Para cada né v de uma drvore, armazena-se uma varidvel fb que registra essa diferenca (o livro usa
bal como nome dessa varidvel)
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MANUTENgAO DE FB:
INSERCAO A DIREITA DE UM NO V

Se, antes da inclusdo, fb(v) = -1, entdo fb(v) se tornard 0
Altura da drvore ndo foi alterada

Por consequéncia, altura dos outros nés no caminho até a raiz ndo se altera também



MANUTENgAO DE FB:
INSERCAO A DIREITA DE UM NO V

Se, antes da inclusdo, fb(v) = 0, entdo fb(v) se tornarda +1
Altura da drvore foi modificada
Por consequéncia, altura dos outros nés no caminho até a raiz pode ter sido alterada também.

Repetir o processo (recursivamente), com v substituido por seu pai.
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MANUTEN(;AO DE FB:
INSERCAO A DIREITA DE UM NO V

Se, antes da inser¢do, fb(v) = +1, entdo fb(v) se tornard +2
" Esse caso sé ocorre por propagagdo de inser¢do em né com fb = 0

* Altura da drvore foi modificada e o né estd desregulado

* Rotagdo correta deve ser empregada.

= Como a drvore serd redesenhada, ndo é necessdrio verificar os outros nos.

(1z0) ™ () ™
~
~
'~ \ 0
( 155 /J @ INSTITUTO DE COMPUTACAO - UFF 78
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MANUTENgAO DE FB:
INSERCAO A ESQUERDA DE UM NO V

Se, antes da insergdo, fb(v) = +1, entdo fb(v) se tornard 0
Altura da drvore ndo foi alterada

Por consequéncia, altura dos outros nés no caminho até a raiz, ndo se altera também




MANUTENgAO DE FB:
INSERCAO A ESQUERDA DE UM NO V

Se, antes da insergdo, fb(v) = 0, entdo fb(v) se tornard -1
Altura da drvore foi modificada
Por consequéncia, altura dos outros nés no caminho até a raiz, pode ter sido alterada também

Repetir o processo (recursivamente), com v substituido por seu pai
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MANUTEN(;AO DE FB:
INSERCAO A ESQUERDA DE UM NO V

Se, antes da insergdo, fb(v) = -1, entdo fb(v) se tornard -2
" Esse caso sé ocorre por propagagdo de inser¢do em né com fb = 0

* Altura da drvore foi modificada e o né estd desregulado

* Rotagdo correta deve ser empregada

= Como a drvore serd redesenhada, ndo é necessdrio verificar os outros nos
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REMOCAO DE NOS EM ARVORES AVL

Caso parecido com as inclusdes

Realizar a remogdo, recalcular FB, fazer rotagdes que forem necessdrias



 EXEMPLO 1: REMOCRO DE 29 -
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' EXEMPLO 2 etogae do n6 com FB = +1 py esquerdar s

REMOEKO DE 30 rotacdo do né com FB = -2 p/ direita

Rotagdio

Esquerda
de 15




’ EXEMPLO 2:
REMOCAO DE 30 (CONT.)




REMOCAO DE NO INTERMEDIARIO

Mesmo raciocinio

Lembrete: se né excluido tem 2 filhos, substituir pelo né de maior chave da subdrvore
esquerda, seguindo o algoritmo de remogcdo em ABB



MANUTENCAO DE FB

Para realizar a manutengcdo do fator de balanceamento dos nés durante a exclusdo,
usar o raciocinio da inserg¢do no lado contrdrio:

Exclusdo a direita: usar o raciocinio de inclusdo & esquerda

Exclusdo a esquerda: usar o raciocinio de inclusdo a direita
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EXERCICIO

Remover os nés de chave 400, 140, 120,

130, 150, 200, 250, 350 @

(o) () () (o

@ TTTTTTTTTTTTTTTTTT (AO-UFF 88



AGRADECIMENTOS

Material baseado nos slides de Renata Galante, UFRGS

Material baseado nos slides disponiveis em

http:/ /wiki.icmc.usp.br/images/8 /8a/ArvoresAVL.pdf (ICMC-USP)

INSTITUTO DE COMPUTAGAO - UFF 89



